
q-Polinomios y q-�algebras.R. �Alvarez-NodarseResumenDentro de la gran familia de las fun
iones espe
iales, y en parti
ular de los polinomios or-togonales, se en
uentran los q�polinomios. Estos objetos matem�ati
os tienen un gran inter�espor sus diversas apli
a
iones en diversas �areas de la f��si
a-matem�ati
a. En parti
ular, en estetrabajo mostraremos la inter
onexi�on de varias familias de q�polinomios 
on la teor��a de rep-resenta
i�on de q��algebras y 
�omo, gra
ias a esta interrela
i�on, distintas propiedades de unateor��a se pueden trasladar a la otra y obtener nuevos resultados. Con
retamente revisaremos la
onexi�on de los q�polinomios de Hahn 
on los 
oe�
ientes de Clebsh-Gordon de las q��algebrasSUq(2) y SUq(1; 1), respe
tivamente.Sevilla, 21 de di
iembre de 19991 Introdu

i�on.En este trabajo vamos a estudiar la 
onexi�on entre algunas de las familias de q-polinomios y lasq-�algebras SUq(2) y SUq(1; 1).Las �algebras 
u�anti
as y grupos 
u�anti
os han sido introdu
idas en los �ultimos a~nos al estu-diar el problema inverso de dispersi�on 
u�anti
a [19℄ y las e
ua
iones de Yang-Baxter [25℄. Di
hosobjetos son, desde el punto de vista matem�ati
o, �algebras de Hopf [17℄, y tienen una gran im-portan
ia en diversos problemas de la f��si
a matem�ati
a: sistemas integrables, teor��a 
u�anti
a de
ampos 
onformes, f��si
a estad��sti
a, entre otros (ver [39℄ y las referen
ias 
ontenidas en el mismo).Sus apli
a
iones en f��si
a se han in
rementado en la �ultima d�e
ada debido a la introdu

i�on delos q-os
iladores 
u�anti
os [9℄, [26℄ (ver adem�as [4℄-[6℄,[7℄-[8℄). Tambi�en han sido utilizadas parades
ribir el espe
tro rota
ional y vibra
ional de los n�u
leos at�omi
os [31℄, [11℄-[12℄, de las mol�e
ulasdiat�omi
as [2℄,[13℄,[14℄, et
.En este trabajo vamos a estudiar la 
onexi�on entre los q-polinomios de Hahn y los 
oe�
ientesde Clebs
h-Gordan (3j s��mbolos) de las q-�algebras SUq(2) y SUq(1; 1). Un estudio m�as detalladode las �algebras SUq(2) y SUq(1; 1) se puede en
ontrar en [21℄, [22℄, [23℄, [24℄, [32℄-[35℄, [37℄, [40℄,entre otros. Para la 
onexi�on entre las diferentes familias de q-polinomios y las �algebras 
u�anti
as,v�ease [3℄, [22℄, [23℄, [27℄-[28℄, [36℄, [40℄, entre otros.Finalmente, las 
ara
teristi
as y propiedades m�as importantes de las familias de q�polinomiosmen
ionadas en este trabajo se pueden en
ontrar en [1℄.2 PreliminaresPor 
ompletitud vamos a dar una breve introdu

�on a las q��algebras y la teor��a b�asi
a de losq�polinomios.2.1 Breve introdu

i�on a las q��algebras.Un 
onjunto de elementos G es un grupo si a todo par ordenado (g1; g2) de G le 
orresponde unelemento g = g1 � g2 y se 
umple que:1. (g1 � g2) � g3 = g1 � (g2 � g3) para todos g1, g2, g3 de G, i.e., * es una opera
i�on aso
iativa,2. existe un elemento e tal que e � g = g � e = g para todo g de G,



2 q-Polinomios y q-�algebras.3. para todo g de G existe un elemento g0 de G que denotaremos por g�1 y llamaremos inversode g tal que g � g0 = g0 � g = e.Si la opera
i�on *, denominanda 
omunmente 
omo multipli
a
i�on es tal que para todos g1 y g2de G g1 � g2 = g2 � g1, diremos que el grupo es 
onmutativo.Por ejemplo, el 
onjunto de los n�umeros reales R es un grupo 
onmutativo respe
to a la adi
i�ony a la multipli
a
i�on est�andares.Un grupo A 
onmutativo que tiene la \adi
i�on" (suma) 
omo opera
i�on * se denomina anillo sien A est�a de�nida la \multipli
a
i�on" y satisfa
e la propiedad distributiva:g1 � (g2 + g3) = g1 � g2 + g1 � g3; (g1 + g2) � g3 = g1 � g3 + g3 � g3:Un anillo se di
e aso
iativo (
onmutativo) si tiene un elemento unidad respe
to a la multipli
a
i�ony di
ha opera
i�on tiene la propiedad aso
iativa (
onmutativa). Un anillo 
onmutativo se denomina
ampo. Como ejemplos de 
ampos tenemos el 
onjunto de los n�umeros reales R y 
omplejos C .Dado un anillo A y un 
ampo K , se di
e que A es un �algebra sobre K si de�nida la opera
i�onexterna � se 
umple que para todos a, b de A �, 1 de K ,los elementos � � a, � � b pertene
en a A y� � (a+ b) = � � a+ � � b; 1 � a = a; � � (a � b) = (� � a) � b = a � (� � b):Un �algebra 
ompleja aso
iativa es un �algebra sobre C donde la opera
i�on multipli
a
i�on es aso
ia-tiva.2.1.1 El �algebra Uq(sl2).En nuestro trabajo nos interesar�a el �algebra Uq(sl2). Di
ha �algebra est�a 
onstituida por las series�nitas o in�nitas de los produ
tos de los operadores J+, J� y J0 tales que[J0; J�℄ = �J�; [J+; J�℄ = [2J0℄q;donde [A;B℄ denota el 
onmutador AB �BA, y [2J0℄q denota la serie formal 
orrespondiente:[2J0℄q = (q 12 � q� 12 )�1�J0 + 
3J303! + 
5J505! + � � ��; e
 = q:Usualmente se suele \
ambiar" el �algebra anterior por el �algebra 
onstituida por los elementos J+,J�, k = qJ0=2, k�1 = q�J=2 tal quekk�1 = k�1k = 1; kJ� = q�1J�k; [J+; J�℄ = k2 � k�2q 12 � q� 12 :Con este 
ambio el �algebra estar�a 
onstituida solamente por series �nitas de los produ
tos de loselementos J�, k y k�1. Obviamente una base de esta �algebra la 
onstituyen 
ualquiera de lossistemas fJ l+kmJn+g; fJ l�kmJn�g; m 2 Z; n; l 2 N [ f0g:El �algebra anterior, que denominaremos q��algebra Uq(sl2), se puede equipar 
on la estru
tura de�algebra de Hopf. Para ello es su�
iente introdu
ir la 
o-multiplia
i�on, la 
o-unidad y la antipode[23℄, [40℄. Un he
ho importante a desta
ar es que si bien la q��algebra Uq(sl2) es invariante al 
am-bio q ! q�1, la 
orrespondiente �algebra de Hopf, 
ono
ida 
omo �algebra 
u�anti
a Uq(sl2), no lo es.En nuestro trabajo nos vamos a restringir a la q��algebra aunque los resultados aqui presentadosson v�alidos tambi�en para el �algebra 
u�anti
a.



R. �Alvarez-Nodarse 3Normalmente para distingir las distintas formas reales de un �algebra se introdu
e la opera
i�ony. As��, si q 2 R, la se
uen
ia Jy0 = J0; Jy+ = J�; Jy� = J+;de�ne una y-estru
tura que distinge las formas 
ompa
tas [40℄ y que denotaremos por Uq(su2) osimplemente SUq(2). Por el 
ontrario, siJy0 = J0; Jy+ = �J�; Jy� = �J+;enton
es la y-opera
i�on de�ne una y-estru
tura que distinge las formas reales no 
ompa
tas [40℄ yque denotaremos por Uq(su1;1) o simplemente SUq(1; 1).Las representa
iones de un �algebra A no son m�as que los homomor�smos D (apli
a
ioneslineales) de A sobre un espa
io lineal 
omplejo E . Si E es de dimensi�on �nita diremos que larepresenta
i�on es �nita, en 
aso 
ontrario diremos que la representa
i�on es in�nita. Para determinarlas representa
iones D de un �algebra es su�
iente 
ono
er 
omo a
tu�an sobre los \generadores" dedi
ha �algebra. Por ejemplo, en el 
aso del �algebra Uq(sl2) es su�
iente 
ono
er 
omo a
t�uan losoperadores D(J�) y D(J0) imponiendo que se 
umplan las 
ondi
iones[D(J0);D(J�)℄ = �D(J�); [D(J+);D(J�)℄ = [2D(J0)℄q:(2.1)En el 
aso de la forma real Uq(su2) di
has representa
iones �nitas se es
ogen tales que D(J0)y =D(J0) y tal que D(J�J++[J0+ 12 ℄2q) sea propor
ional a la unidad. El operador C2 = J�J++[J0+ 12 ℄2q
onmuta 
on los generadores J� y J0 de Uq(su2) y se 
ono
e 
omo el operador de Casimir del �algebraUq(su2).Por simpli
idad vamos a denotar los operadores D(a) de la representa
i�on �nita de Uq(su2) pora, 
on a 2 Uq(su2). 1. Sea fjJM >gM=JM=�J una base del espa
io lineal E sobre el 
ual est�a de�nidanuestra representa
i�on �nita D (se puede demostrar [40℄ que la dimensi�on de esta representa
i�onque es de dimensi�on 2J + 1, 
on J = n=2, n 2 N). Si ahora de�nimosD(J�)jJM >� J�jJM >=p[J �M ℄q[J �M + 1℄qjJM � 1 >;D(J0)jJM >= J0jJM >=M jJM >;(2.2)es f�a
il 
omprobar que las e
ua
iones (2.1) tienen lugar. Adem�as, la 
ondi
i�on D(J0)y = D(J0)indi
a que el operador J0 es autoadjunto en 
ualquier representa
i�on �nita de Uq(sl2). M�as a�un,puesto que para Uq(su2) D(J�)y = D(J�), las representa
iones �nitas de Uq(sl2) restringidas aespa
ios lineales de dimensi�on �nita son las representa
iones de Uq(su2).Para terminar 
on esta peque~na introdu

i�on a las q��algebras mostraremos una 
onstru

i�onexpl��
ita de una representa
i�on para el �algebra Uq(su2).Vamos a suponer que EJ es el el espa
io lineal de los polinomios homog�eneos de grado 2J P2Js;ten las variables s y t. Sea Æx el operador de�nido por:Æxf(x) = f(q 12x)� f(q� 12x):Sean los operadores D(J+) = s ÆtÆtt ; D(J�) = t ÆsÆss; 2D(J0) = s ��s � t ��t ;(2.3)1La raz�on de ello es que tanto los elementos del �algebra 
omo los de su representa
i�on satisfa
en las mismasrela
iones de 
onmuta
i�on.



4 q-Polinomios y q-�algebras.enton
es 
omo ÆtÆtt tn = [n℄tn�1 y ��t tn = ntn�1, es f�a
il 
omprobar que las fun
ionesjJM >= sJ+M tJ�Mp[J +M ℄q![J �M ℄q! ; M = 0;� 12 ; : : : ;�J;son una base ortonormal de P2Js;t de�niendo 
omo produ
to es
alar en P2Js;t la forma bilineal(f; g) = f( ÆsÆss; ÆtÆtt)�g(s; t)������s=t=0:Adem�as, la a

i�on de J� y J0 en P2Js;t de�nidos por (2.3) 
oin
iden 
on (2.2).Un estudio semejante se puede realizar para la parti
ulariza
i�on Uq(su1;1) de Uq(sl2) [40℄.2.2 Introdu

i�on a los q�polinomios.Los q�polinomios son las solu
iones polinomi
as de la e
ua
i�on~�(x(s)) 44x(s� 12)5y(s)5x(s) + 12 ~�(x(s)) �4y(s)4x(s) + 5y(s)5x(s)�+ �y(s) = 0;(2.4)o, equivalentemente, �(s) 44x(s� 12 )5y(s)5x(s) + �(s)4y(s)4x(s) + �y(s) = 0;�(s) = ~�(x(s))� 12 ~�(x(s))4 x(s� 12); �(s) = ~�(x(s));(2.5)donde ~�(x(s)) es un polinomio de grado, a lo sumo, 2 en x(s); ~�(x(s)), de grado 1, � es una
onstante y x(s) = 
1(q)qs + 
2(q)q�s + 
3(q); q 2 C(2.6)siendo 
1; 
2; 
3 
onstantes que pueden depender de q, pero son independientes de s.Los q-polinomios satisfa
en las siguientes propiedades:1. Las solu
iones polin�omi
as de (2.5) se expresan mediante el q-an�alogo de la f�ormula de Rodriguespara los polinomios de variable dis
reta en redes no uniformes:Pn(s)q = Bn�(s) 5(n) [�n(s)℄; 5(n) � 55x1(s) 55x2(s) � � � 55xn(s) ;(2.7)donde �k(s) = �(s+ k) kYm=1 �(s+m);(2.8)y �(s) es la solu
i�on de la e
ua
i�on en diferen
ias de tipo Pearson en una red no uniforme:44x(s� 12 ) [�(s)�(s)℄ = �(s)�(s):(2.9)2. Las solu
iones polin�omi
as (2.7) son ortogonales respe
to a la fun
i�on peso �(s), 
on
retamentese tiene que, si existen dos valores a y b tales que xk(s � 12)�(s)�(s)js=a;b = 0, para todo k � 0,enton
es las solu
iones polin�omi
as Pn(s)q de la e
ua
i�on (2.5) son ortogonales dos a dos respe
toa la fun
i�on peso �(s) de�nida por la e
ua
i�on (2.9), o sea, se 
umple que:b�1Xsi=aPn(si)qPm(si)q�(si)4 x(si � 12) = Ænmd2n; si+1 + si + 1;(2.10)



R. �Alvarez-Nodarse 5donde, 
omo antes, Ænm es el s��mbolo de Krone
ker y dn denota la norma de los polinomios Pn.An�alogamente, si Z�4[�(z)�(z)xk(z � 12 )℄ dz = 0; 8k = 0; 1; 2; ::: ; :(2.11)para 
ierto 
ontorno del plano 
omplejo, enton
es tendremos en vez de (2.10), la propiedadZ� Pn(z)qPm(z)q�(z)4 x(z � 12) dz = 0; n 6= m:(2.12)Generalmente los valores de a y b se suelen es
oger de tal forma que �(s)4 x(s � 12 ) sea positivaen el intervalo [a; b � 1℄. Para ello se pueden elegir a y b 
omo las solu
iones de �(a) = 0 y�(b� 1) + �(b� 1)4 x(b� 1� 12 ) = 0 [16, 29, 30℄. Obviamente de las rela
iones (2.10) y (2.12) sededu
e que los polinomios (2.7) satisfa
en una rela
i�on de re
urren
ia a tres t�erminos de la formax(s)Pn(x(s)) = �nPn+1(x(s)) + �nPn(x(s)) + 
nPn�1(x(s));P�1(x(s)) = 0; P0(x(s)) = 1:(2.13)3. Como 
onse
uen
ias de la f�ormula de Rodrigues se tiene que1. �(x) es un polinomio de grado exa
tamente uno.2. 4Pn(s� 12 )q4x(s� 12) es ortogonal respe
to a ~�(s) = �1(s� 12).3. Son v�alidas las f�ormulas diferen
ias-re
urrente�(s)5Pn(s)q5x(s) = (Anx+Bn)Pn(s)q + CnPn+1(x)q[�(s) + �(s)4 x(s� 12 )℄ 4Pn(s)q4x(s) = ( ~Anx+ ~Bn)Pn(x)q + ~CnPn+1(x)q:(2.14)Es importante notar que la e
ua
i�on (2.5) se puede rees
ribir de la forma[�(s) + �(s)4 x(s� 12)℄4Pn(s)q4x(s) � �(s)5Pn(s)q5x(s) + �n 4 x(s� 12)Pn(s)q = 0 ;(2.15)o, equivalentemente, Asy(s+ 1) +Bsy(s) + Csy(s� 1) + �y(s) = 0(2.16)
on As = �(s) + �(s)�x(s� 12 )�x(s)�x(s� 12 ) ;Cs = �(s)rx(s)�x(s� 12 ) ;Bs = �(As +Cs):y la e
ua
i�on de tipo Pearson (2.9) en la forma�(s+ 1)�(s) = �(s) + �(s)4 x(s� 12)�(s+ 1) = �(�s� �)�(s+ 1) ;(2.17)donde, q� = 
1(q)
2(q) . Adem�as, la fun
i�on x(s) se puede rees
ribir de la siguiente forma:x(s) = 
1(q)[qs + q�s��℄ + 
3(q); 4x(s� 12) = 
1(q)q��2 �2q [2s+ �℄q;(2.18)



6 q-Polinomios y q-�algebras.siendo �q = (q 12 � q� 12 ). En la expresi�on anterior hemos utilizado el s��mbolo [n℄q para denotar alos q-n�umeros [n℄q = q n2 � q�n2q 12 � q� 12 ; n 2 C :(2.19)Utilizando la propiedad de simetr��a:x(s) = x(�s� �); 4x(s� 12) = � 4x(t� 12)jt=�s�� ;(2.20)obtenemos de (2.15) que:~�(x(s)) = 12 [�(�s� �) + �(s)℄; ~�(x(s)) = �(�s� �)� �(s)4x(s� 12) :(2.21)Igualando las poten
ias de mayor orden en qs en (2.15) se dedu
e que�n = � Aq�
21(q)�4q [n℄q "2�+ n� 1 + 4Xi=1 si#q ;(2.22)siendo si los 
eros de la fun
i�on �(s).Las solu
iones polin�omi
as Pn(s)q de (2.5) se pueden expresar mediante las q-series hiperge-om�etri
as p'q, de�nidas por:r'p � a1; :::; arb1; :::; bp ; q ; z� = 1Xk=0 (a1; q)k � � � (ar; q)k(b1; q)k � � � (bp; q)k zk(q; q)k h(�1)kq k2 (k�1)ip�r+1 ;(2.23)donde (a; q)k = k�1Ym=0(1� aqm);(2.24)o, 
omo mediante la q-fun
i�on hipergeom�etri
a de�nida pFq de�nida porrFp� a1; a2; :::; arb1; b2; :::; bp ; q ; z� = 1Xk=0 (a1jq)k � � � (arjq)k(b1jq)k � � � (bpjq)k zk(1jq)k h�kqq 14 k(k�1)ip�r+1;(2.25)siendo (ajq)k los q-an�alogos del s��mbolo de Po
hhammer(ajq)k = k�1Ym=0[a+m℄q = k�1Ym=0 q a+m2 � q�a+m2q 12 � q� 12 ! :(2.26)N�otese que ambas expresiones para r = p + 1, en el l��mite q ! 1 se transforman en la fun
i�onhipergeom�etri
a 
l�asi
a.Antes de pasar a des
ribir las propiedades de los polinomios de Hahn vamos a introdu
ir sendosq-an�alogos de la fun
i�on � de Euler. La fun
i�on ~�q(x) [29℄ y la �q(x) [20℄ de�nidas mediante lasrela
iones fun
ionales~�q(x+ 1) = [x℄q~�q(x); �q(x+ 1) = q 12 (n�1)[n℄q�q(x); x 2 Cpara las 
uales se 
umple que(1jq)k = ~�q(k + 1) = [k℄q!; (q; q)n = �q(k + 1)(1 � q)n k 2 N;



R. �Alvarez-Nodarse 7adem�as,
�q(s) = 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: (1� q)1�s 1Yk=0(1� qk+1)1Yk=0(1� qs+k) ; 0 < q < 1q (s�1)(s�2)2 �q�1(s); q > 1 ; ~�q(s) = q� (s�1)(s�2)4 �q(s):(2.27)

2.3 Los q�polinomios de Hahn.En este apartado vamos a in
luir las prin
ipales 
ara
ter��sti
as de los q�polinomios de Hahn. Di
hospolinomios fueron introdu
idos en [29℄, [36℄, [3℄ (ver adem�as [1℄). subse
tion Los q-polinomios deHahn h��n (s;N ; q).2.3.1 F�ormula expl��
ita.h��n (s;N ; q) = (�1)nq 12n(2�+�+N+ 12 (n�1)) [N � s� 1℄q![s℄q!~�q[�+N � s℄~�q[� + s+ 1℄�� nXm=0(�1)mq� 12m(�+�+n+1) ~�q[�+N � s+m℄~�q[� + s+ n�m+ 1℄[m℄q![n�m℄q![s�m℄q![N � s� n� 1 +m℄q! :2.3.2 Valores en los extremos.h��n (0; N ; q) = (�1)n [N � 1℄q!~�q[� + n+ 1℄[n℄q!~�q[� + 1℄[N � n� 1℄q!q 12n(2�+�+N+ 12 (n+1));h��n (N � 1; N ; q) = [N � 1℄q!~�q[�+ n+ 1℄[n℄q![N � n� 1℄q!~�q[�+ 1℄q 12n(�+N� 12 (n+1)):2.3.3 F�ormulas de diferen
ia
i�on.[n+ 1℄qh��1�+1n+1 (s;N + 1; q) = �q 12 (2�+�+N�1�n)[N � s℄q[� + s℄qh��n (s;N ; q)+q 12 (�+N�1�n)[�+N � s℄q[s℄qh��n (s� 1; N ; q);h��1;��1n+1 (s+ 1; N ; q) � h��1��1n+1 (s) = q 12 (2s+�+��n)[�+ � + n℄qh�;�n (s;N ; q):2.3.4 Simetr��a. (�1)nqn(�+�+N)h��n (N � s� 1; N; q�1) = h��n (s;N; q):2.3.5 Representa
i�on hipergeom�etri
a.h�;�n (s;N ; q) = (� + 1jq)n(1�N jq)nq�n2 (2�+�+N+n+12 )[n℄q! 3F2� �n;�s; n+ �+ � + 1� + 1; 1�N ; q; q 12 (s�N��)� == (� + 1jq)n(N + �+ � + 1jq)nq n2 (N+�+n(n+1)2 )[n℄q! 3F2� �n; s+ � + 1; n+ �+ � + 1� + 1; N + �+ � + 1 ; q; q 12 (s+1�N)� ;



8 q-Polinomios y q-�algebras.Tabla 1: Prin
ipales 
ara
ter��sti
as de los q-polinomios de Hahn h��n (s;N ; q) [1℄, [36℄Pn(s) h��n (s;N ; q) ; x(s) = qs(a; b) [0; N � 1℄�(s) q �4 (�+2N+2s�3)+ �4 (�+2s�1) ~�q(�+N � s)~�q(� + s+ 1)[N � s� 1℄q ![s℄q !�; � � �1 ; n � N � 1�(s) q 12 (�+N+2s)�2q [s℄q[�+N � s℄q� (s) �qq 12 (�+�+2)�q 12 (�+N)[� + 1℄q [N � 1℄q � q s2 [s℄q[�+ � + 2℄q��n q 12 (�+�+2)[n℄q [n + �+ � + 1℄qBn (�1)nqn�nq [n℄q !d2n q 12N(N�1)+ 12 (N�1)(2�+�+N)q���N� 14�(�+1)�12n(�+��2) �q ~�q(�+ n + 1)~�q(� + n + 1)~�q(�+ � +N + n + 1)[n℄q ![N � n � 1℄q !~�q(�+ � + n + 1)~�q(�+ � + 2n + 2)�n(s) q �4 (�+2N+2s�3)+�4 (�+2s�1)q�n2 (�+�+N+n+1+2s) �2nq ~�q(�+N � s)~�q(� + s+ n + 1)[N � s� n� 1℄q ![s℄q !an q 12 (�+�+1)n ~�q(�+ � + 2n + 1)[n℄q !~�q(�+ � + n+ 1)�nq�n �qq� 12 (�+�+1)[n + 1℄q [�+ � + n + 1℄q[�+ � + 2n+ 2℄q [�+ � + 2n + 1℄qq� 12 (�+�+2)[�+ � + 2n℄q [�+ � + 2n+ 2℄q�q�+12N+12��n �[N � n℄q [n℄q [�+ � + 2n+ 2℄� [N � n � 1℄q [n+ 1℄q [�+ � + 2n℄q�+ q 12 (�+�+N+1)��[�+ � +N + n+ 1℄q [n + 1℄q [�+ � + 2n℄q � [�+ � +N + n℄q [n℄q [�+ � + 2n + 2℄q��
n �qq�+N� 12 [�+ n℄q [� + n℄q [�+ � +N + n℄q [N � n℄q[�+ � + 2n℄q [�+ � + 2n+ 1℄qo, en t�erminos de las series hipergeom�etri
as b�asi
as,h�;�n (s;N ; q) = (�1)nqn(�+N)(q�+1; q)n(q1�N ; q)n�nq (q; q)n 3'2� q�n; q�s; qn+�+�+1q�+1; q1�N ; q; qs�N��+1� == q�n2 (2�+n+1)(q�+1; q)n(qN+�+�+1; q)n�nq (q; q)n 3'2� q�n; qs+�+1; qn+�+�+1q�+1; qN+�+�+1 ; q; q� :Existe otra familia de polinomios de Hahn, los ~h��n (s;N ; q), que se obtienen 
omo la prolon-ga
i�on anal��ti
a de los h��n (s;N ; q) respe
to a los par�ametros �; � en el dominio � > �1; � > �1en el � < 1�N; � < 1�N , mediante la expresi�on [29℄:~h�N�� �N��n (s;N ; q) = h��n (s;N ; q):Los par�ametros de di
hos polinomios se obtienen a partir de los h��n (s;N; q) si ha
emos el 
ambio� = ���N , � = ���N y utilizamos las propiedades de las fun
iones ~�q(s) y los s��mbolos (ajq)n.



R. �Alvarez-Nodarse 9Tabla 2: Prin
ipales 
ara
ter��sti
as de los q-polinomios duales de Hahn W 
n(x(s); a; b)q [3℄Pn(s) W 
n(x(s); a; b)q ; x(s) = [s℄q [s+ 1℄q(a; b) [a; b� 1℄�(s) q� 12 s(s+1)~�q[s+ a+ 1℄~�q [s+ 
+ 1℄~�q[s� a+ 1℄~�q [s� 
+ 1℄~�q [s+ b+ 1℄~�q [b� s℄� 12 � a �< b� 1; j
j < a+ 1�(s) q 12 (s+
+a�b+2)[s� a℄q[s+ b℄q [s� 
℄q� (s) �x(s) + q 12 (a�b+
+1)[a+ 1℄q [b� 
� 1℄q + q 12 (
�b+1)[b℄q [
℄q�n q� 12 (n�1)[n℄qBn (�1)n[n℄q !d2n q 12 (a
�ab�b
+a+
�b+1+2n(a+
�b)�n2+5n) ~�q [a+ 
+ n+ 1℄q ![n℄q !~�q [b� 
� n℄q !~�q [b� a� n℄q !�n(s) q� 12 s(s+1+n)�n24 +n2 (a+
�b+ 32 )~�q [s+ a+ n+ 1℄~�q [s+ 
+ n + 1℄~�q[s� a+ 1℄~�q [s� 
+ 1℄~�q [s+ b+ 1℄~�q [b� s� n℄an q� 34n(n�1)[n℄q !�n q 32n[n+ 1℄qq 12 (2n�b+
+1)[b� a� n+ 1℄q [a+ 
+ n+ 1℄q+�n +q 12 (2n+2a+
�b+1)[n℄q [b� 
� n℄q + [a℄q [a+ 1℄q
n q 12 (n+3+2(
+a�b))[n+ a+ 
℄q [b� a� n℄q [b� 
� n℄q2.4 Los q-polinomios duales de Hahn W 
n(x(s); a; b)q.2.4.1 F�ormula expl��
ita.W (
)n (x(s); a; b)q = ~�q[s� a+ 1℄~�q[s+ b+ 1℄~�q[s� 
+ 1℄~�q[b� s℄q 12 (n22 �sn�n(a+
�b+ 52 ))~�q[s+ a+ 1℄~�q[s+ 
+ 1℄�� nXm=0 (�1)m[2s� n+ 2m+ 1℄qq 12 (�m2�2sm+nm�m)[2s+m� n℄q![m℄q![n�m℄q![2s+m+ 1℄q!~�q[s� a� n+m+ 1℄ �� ~�q[s+ a+m+ 1℄~�q[s+ 
+m+ 1℄~�q[s+ b� n+m+ 1℄~�q[s� 
� n+m+ 1℄~�q[b� s�m℄ :2.4.2 Valores en los extremos.W (
)n (x(a); a; b)q = (�1)nq�n24 + 12n(
�b+ 32 )~�q[b� a℄~�q[a+ 
+ n+ 1℄[n℄q!~�q[a+ 
+ 1℄~�q[b� a� n℄ ;W (
)n (x(b� 1); a; b)q = q�n24 + 12n(
+a+ 32 )~�q[b� a℄~�q[b� 
℄[n℄q!~�q[b� 
� n℄~�q[b� a� n℄ :



10 q-Polinomios y q-�algebras.2.4.3 F�ormulas de diferen
ia
i�on.W (
)n (x(s+ 12); a; b)q �W (
)n (x(s� 12); a; b)q = q� 32n+ 32 [2s+ 1℄qW (
+ 12 )n�1 (x(s); a+ 12 ; b� 12)q :q 12 (2n�a�
+b+s)[n+ 1℄q[2s℄qW (
� 12 )n+1 (x(s� 12 ); a� 12 ; b+ 12)q == qs[s� a℄q[s� 
℄q[s+ b℄qW (
)n (x(s� 1); a; b)q � [s+ a℄q[s+ 
℄q[b� s℄qW (
)n (x(s); a; b)q:2.4.4 Representa
i�on hipergeom�etri
a.W (
)n (x(s); a; b)q = (a� b+ 1jq)n(a+ 
+ 1jq)nq n2 (b�
�1+ 12 (n�1))[n℄q! 3F2� �n; a� s; a+ s+ 1a� b+ 1; a+ 
+ 1 ; q; q 12 (b�
�n)� ;W (
)n (x(s); a; b)q = (�1)n(qa�b+1; q)n(qa+
+1; q)nq n2 (3a�b+
+1+n)�nq (q; q)n 3'2� q�n; qa�s; qa+s+1qa�b+1; qa+
+1 ; q; q� :3 El �algebra 
u�anti
a SUq(2) y los q-
oe�
ientes de Clebs
h-Gordan.Como ya hemos visto (ver adem�as [32℄-[35℄, [21℄) el �algebra SUq(2) est�a generada por los oper-adores J+; J�; J0 que satisfa
en las e
ua
iones:[J0; J�℄ = �J�; [J+; J�℄ = [2J0℄q = sh(2J0
)sh
 ; q = e
 ;(J�)+ = J�; (J0)+ = J0;(3.1)donde [A;B℄ = AB � BA denota el 
onmutador de A y B, [n℄q los q-n�umeros (2.19) y [2J0℄q esel 
orrespondiente desarrollo formal en serie de poten
ias. Las representa
iones irredu
ibles (RI)unitarias y de dimensi�on �nita DJ , 
on J = 0; 1=2; 1; : : :, est�an determinadas por el ve
tor dem�aximo peso jJJ > de�nido por las expresiones:J+jJJ >q= 0; J0jJJ >q= J jJJ >q; < JJ jJJ >q= 1:(3.2)Los ve
tores de la base de la RI est�an determinados por el ve
tor de m�aximo peso jJJ >mediante la f�ormula:jJM >q=s [J +M ℄q![2J ℄q![J �M ℄q! (J�)J�M jJJ >q; �J �M � J:(3.3)La RI de dimensi�on (2J + 1), se expresa expl��
itamente por las f�ormulas:< JM 0jJ0jJM >q=MÆMM 0 ;< JM 0jJ�jJM >q=p[J �M ℄q[J �M + 1℄qÆM 0;M�1:(3.4)El operador de Casimir (que es un invariante de di
ha �algebra) se de�ne mediante las expre-siones: C2 = J�J+ + [J0 + 1=2℄2q ; C2jJM >q= [J + 12 ℄2q jJM >q :(3.5)El produ
to tensorial de dos RI DJ1 
 DJ2 se puede des
omponer en la suma dire
ta de sus
omponentes RI DJ : DJ1 
DJ2 = J1+J2XJ=jJ1�J2j�DJ ;



R. �Alvarez-Nodarse 11donde los generadores (
oprodu
tos) de la nueva representa
i�on DJ1 
DJ2 son:J0(1; 2) = J0(1) + J0(2);J�(1; 2) = J�(1)q 12J0(2) + q� 12J0(1)J�(2):(3.6)N�otese la no 
onmutatividad de la opera
i�on DJ1 
 DJ2 . La de�ni
i�on de los 
oe�
ientes deClebs
h-Gordan (CCG) es similar a la de los CCG 
l�asi
os [10℄, [18℄, [38℄ (q = 1):jJ1J2; JM >q= XM1;M2 < J1M1J2M2jJM >q jJ1M1 >q jJ2M2 >q ;(3.7) C2(12)jJ1J2; JM >q= [J + 12 ℄2q jJ1J2 : JM >q;(3.8)donde < J1M1J2M2jJM >q denota los 
oe�
ientes de Clebs
h-Gordan (CGC) para la q-�algebraSUq(2) y jJ1J2; JM >q, jJ1M1 >q y jJ2M2 >q son los ve
tores de la base de las representa
ionesDJ , DJ1 y DJ2 , respe
tivamente. Los CCG satisfa
en las propiedades de ortogonalidad:XM1;M2 < J1M1J2M2jJM >q< J1M1J2M2jJ 0M 0 >q= ÆJJ 0ÆMM 0 ;(3.9)y XJ;M < J1M1J2M2jJM >q< J1M 01J2M 02jJM >q= ÆM1M 01ÆM2M 02 ;(3.10)as�� 
omo las propiedades de simetr��a:(�1)J1+J2�J < J1 �M1J2 �M2jJ �M >q�1=< J1M1J2M2jJM >q;(3.11)y (�1)J1+J2�J < J2M2J1M1jJM >q�1=< J1M1J2M2jJM >q :(3.12)Si 
al
ulamos el elemento matri
ial < J1M1J2M2jC2(1; 2)jJ1J2; JM >q del operador de Casimir di-re
tamente y luego utilizando (3.8) obtenemos la siguiente rela
i�on de re
urren
ia (RR) enM1; M2para los CCG [32℄:q�1p[J2 �M2 + 1℄q[J2 +M2℄q [J1 +M1 + 1℄q [J1 �M1℄q < J1M1 + 1J2M2 � 1jJM >q +p[J2 +M2 + 1℄q[J2 �M2℄q [J1 +M1℄q [J1 �M1 + 1℄q < J1M1 � 1J2M2 + 1jJM >q +� q�M1 [J2 +M2 + 1℄q[J2 �M2℄q + qM2 [J1 +M1 + 1℄q[J1 �M1℄q++[M + 12 ℄2q � [J + 12 ℄2q �q� 12 (M2�M1+1) < J1M1J2M2jJM >q= 0 :(3.13)
N�otese que la expresi�on anterior es invariante respe
to al 
ambio J1 y J2 q y q�1, gra
ias a lapropiedad de simetr��a (3.11) v�alida para los q�CCG.Repitiendo la misma estrategia pero para el elemento matri
ial< J1M1J2M2jJ0(1)jJ1J2; JM >qobtenemos otra RR, pero en J :



12 q-Polinomios y q-�algebras.r [J�M ℄q[J+M ℄q[J1+J2+J+1℄q[J2�J1+J℄q[J�J2+J1℄q [J1+J2�J+1℄q[2J+1℄q[2J�1℄q[2J℄2q < J1M1J2M2jJ � 1M >q �� (q 12 J [J+M+1℄q�q�12 J [J�M+1℄q)([2J℄q [2J2+2℄q�[2℄q [J2+J1�J+1℄q [J+J1�J2℄q)[2J+2℄q[2J℄q [2℄q < J1M1J2M2jJM >q ++r [J�M+1℄q[J+M+1℄q[J1+J2+J+2℄q [J2�J1+J+1℄q[J�J2+J1+1℄q[J1+J2�J℄q[2J+3℄q[2J℄q [2J+2℄2q < J1M1J2M2jJ + 1M >q ++ (q 12 (J2+M1)[J2+M2+1℄q�q 12 (M1�J2)[J2�M2+1℄q)[2℄q < J1M1J2M2jJM >q= 0 :(3.14)Esta RR 
oin
ide 
on la obtenida en [35℄ si inter
ambiamos J1 y J2 y utilizamos la propiedad desimetr��a (3.11).Finalmente, de (3.4) dedu
imos:< J1M1; J2M2jJ�(1; 2)jJ1J2 : JM >=p[J �M ℄[J �M + 1℄ < J1M1J2M2jJM >q;(3.15)de donde se sigue la rela
i�on:p(J1 �M1)(J1 �M1 + 1)qM2=2 < J1M1 � 1J2M2jJM >q +p(J2 �M2)(J2 �M2 + 1)q�M1=2 < J1M1J2M2 � 1jJM >q==p(J �M)(J �M + 1) < J1M1J2M2jJM + 1 >q :(3.16)3.1 Los 
oe�
ientes de Clebs
h-Gordan y los q-polinomios de Hahn.Comparando la RR (3.13) 
on la e
ua
i�on en diferen
ias de segundo orden (2.5) que satisfa
en losq-polinomios de Hahn se 
on
luye [36℄ que los q�CCG y los q-polinomios de Hahn est�an rela
ionadosmediante una expresi�on [36℄ 
ompletamente an�aloga a la rela
i�on 
l�asi
a (q = 1) [29℄:< J1M1J2M2jJM >q= (�1)s+ns�(s)�x(s� 12 )d2n h��n (s;N)q�1 ;(3.17)donde s = J1�M1, N = J1 + J2�M +1, � =M + J1 � J2, � =M � J1 + J2, n = J �M , y �(x),dn denotan las fun
iones peso y la norma de los q-polinomios h(�;�)n (s;N)q�1 . 2Utilizando la expresi�on anterior podemos obtener el valor < J1M1J2M2jJJ >q para los CCG:< J1M1J2M2jJJ >q= (�1)ss�(s)�x(s� 12)d20 == (�1)J1�M1q� 12 (J+1)(J1�M1)+ 14 (J1+J2�J)(j�J1+J2+1)��s [J1 +M1℄q![J2 +M2℄q![2J + 1℄q![J1 + J2 � J ℄q![J1 �M1℄q![J2 �M2℄q![J1 � J2 + J ℄q![J � J1 + J2℄q![J1 + J2 + J + 1℄q! ;(3.18)
que 
oin
ide 
on el valor obtenido en [32℄.2N�otese que los q-polinomios de Hahn est�an de�nidos para q ! q�1.



R. �Alvarez-Nodarse 13Sustituyendo la f�ormula expl��
ita para los q-polinomios de Hahn, (ver apartado 2.3.1), en (3.17)obtenemos el q-an�alogo de la f�ormula de Ra
ah para los CCG del �algebra SUq(2) [33℄:< J1M1J2M2jJM >q== (�1)J1�M1q 12M1(m+1)� 14 (J(J+1)+J1(J1+1)�J2(J2+1))��s [2J + 1℄q[J �M ℄q![J +M ℄q![J1 �M1℄q![J2 �M2℄q![J1 + J2 � J ℄q![J1 + J2 + J + 1℄q![J1 � J2 + J ℄q![�J1 + J2 + J ℄q![J1 +M1℄q![J2 +M2℄q!��Xz (�1)z [J1 �M1 + z℄q![J + J2 �M1 � z℄q!q 12 z(J+M+1)[z℄q![J �M � z℄q![J1 �M1 � z℄q![J2 � J +M1 + z℄q! :
(3.19)
La suma anterior re
orre los valores de z para los 
uales todos los q�fa
toriales tienen argumentospositivos. Utilizando la f�ormula para los polinomios evaluados en s = 0, la expresi�on anterior nos
ondu
e a la f�ormula [33℄:< J1J1J2M2jJM >q= q� 12J1(J�M)+ 14 (J1+J2�J)(J�J1+J2�1)��s [2J + 1℄q [J +M ℄q![2J1℄q ![J2 �M2℄q ![j + J2 � J1℄q ![J �M ℄q ![J2 +M2℄q ![J1 � J2 + J ℄q ![J1 + J2 � J ℄q ![J1 + J2 + J + 1℄q! :(3.20)Otra 
onse
uan
ia inmediata de la rela
i�on (3.17) es que la rela
i�on de ortogonalidad para losq-polinomios de Hahn es equivalente a la 
ondi
i�on de ortogonalidad de los CCG (3.9). La segunda
ondi
i�on de ortogonalidad (3.10) de los CCG se transforma a su vez en la 
ondi
i�on de familia
ompleta para los q-polinomios de Hahn:Xn h��n (s;N; q)h��n (s0; N; q)=d2n = Æss0f�(s)�x(s� 12)g�1:(3.21)La propiedad de simetr��a de los CCG (3.11) es una 
onse
uen
ia dire
ta de la propiedad desimetr��a de los q-polinomios de Hahn:(�1)nqn(�+�+N)h��n (N � s� 1; N; q�1) = h��n (s;N; q):(3.22)La rela
i�on de re
urren
ia en J para los CCG (3.14) se transforma en la RRTT de los q-polinomiosde Hahn. Las f�ormulas de diferen
ia
i�on para los q-polinomios de Hahn (ver apartado 2.3.3) setransforman en las RR de los CCG (3.16).Antes de pasar a ver la rela
i�on de los CCG y los polinomios duales de Hahn es f�a
il 
omprobarque tambi�en tienen lugar las siguente representa
i�on en fun
i�on de los polinomios de Hahn h��n ylos ~h� �n . < J1M1J2M2jJM >q= (�1)N�s�1s�(s)�x(s� 12 )d2n h��n (s;N)q;(3.23)donde s = J2 �M2, N = J1 + J2 �M + 1, � = M � J1 + J2, � = M + J1 � J2, n = J �M , y�(x), dn denotan las fun
iones peso y la norma de los q-polinomios h(�;�)n (s;N)q. Para asegurarsede la vera
idad de esta f�ormula es su�
iente 
omprobar que la e
ua
i�on en diferen
ias (2.16) paralos polinomios de Hahn se transforma nuevamente en la rela
i�on (3.13) para los CCG.3.2 Los 
oe�
ientes de Clebs
h-Gordan y los q-polinomios duales de Hahn.Veamos ahora la rela
i�on de los CCG y los q-polinomios duales de Hahn.



14 q-Polinomios y q-�algebras.Comparando la RR (3.14) 
on la e
ua
i�on en diferen
ias de segundo orden que satisfa
en losq-polinomios duales de Hahn (2.5) se 
on
luye [3℄ que los q�CCG y los q-polinomios duales deHahn est�an rela
ionados mediante una expresi�on [3℄ 
ompletamente an�aloga a la rela
i�on 
l�asi
a(q = 1) [29℄:(�1)J1+J2�J < J1M1J2M2jJM >q=s�(s)4 x(s� 12 )d2n W (
)n (s; a; b)q�1 :jJ1 � J2j < M; n = J2 �M2; s = J; a =M; 
 = J1 � J2; b = J1 + J2 + 1:(3.24)donde �(x) y dn denotan las fun
iones peso y la norma de los q-polinomios duales de HahnW (
)n (x(s); a; b)q�1 . 3 Debemos desta
ar que el fa
tor de fase (�1)J1+J2�J en (3.24) se obtieneal 
omparar los valores de W (
)n (s; a; b) en los extremos de del intervalo de ortogonalidad 
on los
orrespondientes valores de los CGC en J =M y J = J1 + J2 + 1, respe
tivamente.Utilizando (3.24) y la expresi�on expl��
ita para los W (
)n (x(s); a; b)q2 obtenemos una f�ormulaan�aloga a la de Ra
ah (3.19):< J1M1J2M2jJM >q q� 14fJ(J+1)�J1(J1+1)+J2(J2+1)g+12 (M+1)J2+ 12J(J2�M2) == (�1)J1+J2�Js [J2 �M2℄q ![J1 �M1℄q![J �M ℄q![J2 +M2℄q ![J +M ℄q! ��s [J + J1 + J2 + 1℄q![J2 � J1 + J ℄q ![J2 + J1 � J ℄q ![2J + 1℄q[J1 +M1℄q ![J1 � J2 + J ℄q ! �� 1Xk=0 (�1)kq 12 (k2+2Jk�(J2�M2�1)k)[J + J1 � J2 + k℄q ![J +M + k℄q![k℄q ![2J + 1 + k℄q![J �M1 � J2 + k℄q![J � J1 +M2 + k℄q ! �� [2J � J2 +M2 + k℄q ![2J � J2 +M2 + 2k + 1℄q[J2 �M � 2� k℄q![J + J1 +M2 + k + 1℄q![J1 + J2 � J � k℄q! :
(3.25)

De la expresi�on (3.24) vemos que todas las propiedades de los q-polinomios se pueden interpretaren t�erminos de las q-CCG y vi
eversa. Por ejemplo, la rela
i�on de ortogonalidad para los losq-polinomios duales de Hahn se transforma en la rela
i�on de ortogonalidad de los CCG (3.10),mientras que la otra (3.9) se 
onvierte en la 
ondi
i�on de familia 
ompleta para los q-polinomiosduales de Hahn Xn W (
)n (s; a; b)qW (
)n (s0; a; b)q=d2n = Æss0f�(s)�x(s� 12 )g�1:(3.26)La RRTT para los q-polinomiosW (
)n (x(s); a; b)q�1 es equivalente a la rela
i�on de re
urren
ia de losCCG en M1 y M2 (3.13).Utilizando (3.24) y las f�ormulas de diferen
ia
i�on para los q-polinomios duales de Hahn obte-nemos las siguientes rela
iones para los CCG:s [J �M + 1℄q[J1 + J2 + J + 2℄q [J2 � J1 + J + 1℄q[2J + 2℄q[2J + 3℄q[J2 �M2℄q < J1M1J2M2jJ + 1M >q ++q 12 (J+1)s [J +M + 1℄q [J1 + J2 � J ℄q [J � J2 + J1 + 1℄q[2J + 2℄q[2J + 1℄q [J2 �M2℄q < J1M1J2M2jJM >q== q 12 (�J2�M2+M+ 12 )[2J + 2℄q < J1M1J2 � 12M2 + 12 jJ + 12M + 12 >q ;(3.27)
3N�otese que los q-polinomios duales de Hahn est�an de�nidos para q ! q�1. W (
)n (s; a; b)q �W (
)n (x(s); a; b)q.



R. �Alvarez-Nodarse 15y s [J �M ℄q[J1 + J2 + J + 1℄q [J2 � J1 + J ℄q [2J ℄q[2J � 1℄q[J2 �M2 + 1℄q < J1M1J2M2jJ � 1M >q ++q 12Js [J +M ℄q [J1 + J2 � J + 1℄q[J � J2 + J1℄q[2J ℄q[2J + 1℄q[J2 �M2 + 1℄q < J1M1J2M2jJM >q== q 12 (�J2�M2+M� 12 )[2J ℄q < J1M1J2 + 12M2 � 12 jJ � 12M � 12 >q :(3.28)
Ambas f�ormulas (3.27) y (3.28) pueden obtenerse utilizando el q-an�alogo de la teor��a 
u�anti
adel momento angular ([32℄,[33℄,[34℄ y [35℄). Para ello es ne
esario 
al
ular el elemento matri
ial< J1M1J2M2jT 12� (2)jJ 01J 02;J 0M 0 >q; utilizando, por una parte el Teorema de Wigner-E
kart parael �algebra SUq(2) [32℄ 4 y, por otra, 
al
ul�andolo dire
tamente (para m�as detalles ver [3℄).De la e
ua
i�on (3.24) tambi�en podemos ver que al polinomio W (
)n (s; a; b) 
on n = 0 le 
orres-ponde el CGC 
on el m�aximo valor de la proye

i�on del momento angular J2, o sea, M2 = J2.Por tanto, denominaremos la rela
i�on (3.24) la rela
i�on ha
ia atr�as (ba
kward) (ya que para n = 0obtenemos el CGC en M2 = J2, para n = 1, el CCG en M2 = J2 � 1, y as�� su
esivamente). Sinembargo, existe otra posibilidad 
orrespondiente al 
aso 
ontrario, o sea, 
uando el polinomio degrado n = 0 es propor
ional al CGC 
on el m��nimo valor de la proye

i�on del momento angularJ2, M2 = �J2. Esta rela
i�on la denominaremos la rela
i�on ha
ia delante (forward) (ya que paran = 0 obtenemos el CGC enM2 = �J2, para n = 1 el CCG enM2 = �J2+1, y as�� su
esivamente).Si 
omparamos la RR (3.14) 
on la e
ua
i�on en diferen
ias de segundo orden que satisfa
enlos q-polinomios duales de Hahn (2.5) obtenemos que los q�CCG se pueden expresar mediante losq-polinomios duales de Hahn por la f�ormula [3℄:< J1M1J2M2jJM >q=s�(s)4 x(s� 12 )d2n W (
)n (s; a; b)q ;jJ1 � J2j < �M;n = J2 +M2; s = J; a = �M; 
 = J1 � J2; b = J1 + J2 + 1:(3.29)Como antes, �(x) y dn denotan las fun
iones peso y la norma de los q-polinomiosW (
)n (x(s); a; b)q ,respe
tivamente.N�otese que, si en la rela
i�on anterior, realizamos el 
ambio de par�ametros: M1 = �M1,M2 = �M2, M = �M y q = q�1, el segundo miembro de (3.29) 
oin
ide 
on el segundo miembrode (3.24). �Esto nos 
ondu
e a la rela
i�on de simetr��a de los CCG (3.12).Para 
on
luir este apartado vamos a es
ribir unas tablas donde las 
orrespondientes propiedadesde los q-polinomios de Hahn h(�;�)n (s;N)q, de�nidos en la red qs [36℄ y los q-polinomios duales deHahn W (
)n (x(s); a; b)q , de�nidos en la red x(s) = [s℄q[s + 1℄q [3℄ se 
omparan 
on las de los CCGde la q-�algebra SUq(2). �Esto, adem�as, nos permitir�a des
ubrir la interrela
i�on entre ambas familiasde q-polinomios.Comparando (3.17) y (3.24) en
ontramos la siguiente interrela
i�on entre los q-polinomios deHahn h(�;�)n (s;N)q en la red exponen
ial x(s) = qs y los q-polinomios duales de HahnW (
)n (x(s); a; b)q4El operador T 12� (2) es un operador tensorial de rango 12 que opera en las variables J2;M2.



16 q-Polinomios y q-�algebras.Tabla 1: Los CCG y los q�an�alogos de los polinomios de Hahn.W (
)n (x(s); a; b)q �o h(�;�)n (s;N)q < J1M1J2M2jJM >qE
ua
i�on en diferen
ias de los W (
)n (x(s); a; b)q RR (3.14) de los CCGy RRTT para los h(�;�)n (s;N)qE
ua
i�on en diferen
ias de los h�;�n (s;N)q RR (3.13) de los CCGy RRTT para los W (
)n (x(s); a; b)qF�ormulas de diferen
ia
i�on RR (3.16)de los h�;�n (s;N)q para los CCGF�ormulas de diferen
ia
i�on RR (3.27) y (3.28)de los W (
)n (x(s); a; b)q de los CCGEquivalen
ia de (3.24) y (3.29) Simetr��a (3.12) de los CCGpara los W (
)n (x(s); a; b)qSimetr��a (3.22) de los h�;�n (s;N)q Simetr��a (3.11) de los CCGOrtogonalidad y Completitud Ortogonalidad (3.10) y (3.9)en la red x(s) = [s℄q[s+ 1℄q:(�1)s+nq �24 ��2 (1+2n�N)��4 (7+4n+4s)� 12 (3�n+n2�3N+2N2+7s�2Ns�s2)h(�;�)n (s;N)q == qn[s℄q![N � s� 1℄q![n+ �℄q![n℄q![N � n� 1℄q![s+ �℄q! W (���2 )s (tn; � + �2 ; � + �2 +N)q�1�tn = sn(sn + 1); sn = �+�2 + n; s; n = 0; 1; 2; :::; N � 1� :(3.30)Si tomamos el l��mite q ! 1, la rela
i�on anterior se transforma en la rela
i�on 
l�asi
a entre los poli-nomios 
l�asi
os de Hahn h(�;�)n (s;N) y los polinomios 
l�asi
os duales de Hahn W (
)n (x(s); a; b) [29℄(p�ag. 76, (3.5.14)). Debemos desta
ar que la rela
i�on anterior se puede dedu
ir dire
tamente dela 
ompara
i�on de las rela
iones de ortogonalidad para ambas familias de polinomios en el mismosentido al expuesto en [29, p�ag. 38℄.Asimimo, 
omparando las e
ua
iones en diferen
ias y las RRTT que ambas familias de poli-nomios h�;�n (s;N)q y W (
)n (x(s); a; b)q satisfa
en se dedu
e las siguientes rela
iones de dualidad:Esquema 1: Dualidad de los polinomios de Hahn.La e
ua
i�on en diferen
ias delos polinomios W (
)n (x(s); a; b)q () Rela
i�on de Re
urren
ia delos polinomios h(�;�)n (s;N)qRela
i�on de Re
urren
ia delos polinomios W (
)n (x(s); a; b)q () La e
ua
i�on en diferen
ias delos polinomios h(�;�)n (s;N)q
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i�on 
omo serie hipergeom�etri
a.Vamos a utilizar la expresi�on (3.23)5 y la representa
i�on 
omo q-serie hipergeom�etri
a de los q-polinomios de Hahn obtenemos:(�1)J1�M1 < J1M1J2M2jJM >q==s�(s)qs�qd2n (� + 1jq)n(1�N jq)nq n2 (2�+�+N+n�12 )[n℄q ! 3F2� �n;�s; n+ �+ � + 1� + 1; 1�N ; q; q 12 (s�N��)� ==s�(s)qs�qd2n (� + 1jq)n(N + �+ � + 1jq)nq n2 (N+�+n(n+1)2 )[n℄q ! 3F2� �n; s+ � + 1; n+ �+ � + 1� + 1; N + �+ � + 1 ; q; q 12 (s+1�N)� ;(3.31)
o, en fun
i�on de las series b�asi
as,(�1)J2�M2 < J1M1J2M2jJM >q=s�(s)qs�qd2n �� (�1)nq�n2 (�+N)(q�+1; q)n(q1�N ; q)n�nq (q; q)n 3'2� q�n; q�s; qn+�+�+1q�+1; q1�N ; q; q� ==s�(s)qs�qd2n (�1)nq n2 (�+N)(q�+1; q)n(q1�N ; q)n�nq (q; q)n 3'2� q�n; q�s; qn+�+�+1q�+1; q1�N ; q; qs�N��+1� ;(3.32)
donde s = J2 �M2; N = J1 + J2 �M + 1; � =M � J1 + J2; � =M + J1 � J2; n = J �M , y �(x),dn denotan las fun
iones peso y la norma de los polinomios h(�;�)n (s;N)q.Utilizando (3.24) y la representa
i�on 
omo q-serie hipergeom�etri
a de los polinomios duales deHahn obtenemos otra representa
i�on equivalente:(�1)J1+J2�J < J1M1J2M2jJM >q�1=s�(s)[2s+ 1℄qd2n (a� b+ 1jq)n�� (a+ 
+ 1jq)nq�n(b�
�1+ 12 (n�1))[n℄q ! 3F2� �n; a� s; a+ s+ 1a� b+ 1; a+ 
+ 1 ; q; q 12 (b�
�n)� ;(3.33)o, en fun
i�on de las series b�asi
as,(�1)J1+J2�J < J1M1J2M2jJM >q�1=s�(s)[2s+ 1℄qd2n q n2 (3a�b+
+1+n)�� (qa�b+1; q)n(qa+
; q)n�nq (q; q)n 3'2� q�n; qa�s; qa+s+1qa�b+1; qa+
+1 ; q; q� ;(3.34)donde jJ1 � J2j < M;n = J2 �M2; s = J; a = M; 
 = J1 � J2; b = J1 + J2 + 1 y �(x), dn denotanlas fun
iones peso y la norma de los polinomios W (
)n (x(s); a; b)q .4 El �algebra 
u�anti
a SUq(1; 1) y los q-
oe�
ientes de Clebs
h-Gordan.En este apartado 
onsideraremos el �algebra SUq(1; 1) (para m�as detalle ver [21℄ y [40℄).5Obviamente la expresion (3.17) nos 
ondu
e a una representa
i�on equivalente.



18 q-Polinomios y q-�algebras.Es 
ono
ido ([40℄ y [21℄) que el �algebra 
u�anti
a SUq(1; 1) se genera por los operadores K0, K+y K� 
on las siguientes propiedades [21℄:[K0;K�℄ = �K�; [K+;K�℄ = �[2K0℄q ;Ky0 = K0; Ky� = K�:Adem�as, el �algebra SUq(1; 1) es un �algebra no 
ompa
ta y, por tanto, sus Representa
iones Irre-du
ibles (RI) unitarias no son de dimensi�on �nita. Las RI se pueden 
lasi�
ar en dos series: lasseries 
ontinuas y las dis
retas. En este apartado vamos a 
onsiderar solamente las series dis
retasy, en parti
ular, las series dis
retas positivas Dj+. Los ve
tores base jjm >q, m = j + 1; j + 2; � � �,de las RI Dj+ se obtienen a partir del ve
tor m��nimo jj j + 1 >, de�nido por:K�jjj + 1 >= 0; K0jjj + 1 >= (j + 1)jjj + 1 >; < jj + 1jjj + 1 >= 1;mediante la f�ormula: j jm >=s [2j + 1℄q![j +m℄q![m� j � 1℄q! Km�j�1+ j jj + 1 > :La forma expl��
ita de la RI es:< jm0jK0jjm >q= mÆm0m; < jm0jK�jjm >q=q[m� j℄q[m� j � 1℄qÆm0m�1:El operador de Casimir (que es un invariante de di
ha �algebra) se de�ne mediante las expresiones:C2 = �K+J� + [K0℄q[K0 � 1℄q; C2jjm >= [j℄q [j + 1℄qjjm > :(4.1)El produ
to tensorial Dj1+ 
Dj2+ de dos RI Dj1+ y Dj2+ se puede des
omponer en la sumadire
ta de sus 
omponentes RI Dj+:Dj1+ 
Dj2+ = 1Xj=j1+j2+1�Dj+ :donde los generadores (
oprodu
tos) de la nueva representa
i�on Dj1+ 
Dj2+ son:K0(1; 2) = K0(1) +K0(2); K�(1; 2) = J�(1)q 12K0(2) +K�(2)q� 12K0(1):(4.2)La de�ni
i�on de los 
oe�
ientes de Clebs
h-Gordan (CCG) es similar a la de los CCG 
l�asi
os [10℄(q = 1): jj1j2; jm >q= Xm1;m2 < j1m1j2m2jjm >q jj1m1 >q jj2m2 >q ;(4.3) C2(12)jj1j2; jm >q= [j℄q[j + 1℄qjj1j2; jm >q;(4.4)donde < j1m1j2m2jjm >q denota los 
oe�
ientes de Clebs
h-Gordan (CGC) para la q-�algebraSUq(1; 1) y jj1j2; jm >q, jj1m1 >q y jj2m2 >q son los ve
tores de la base de las representa
ionesDj, Dj1 yDj2 , respe
tivamente. Si 
al
ulamos el elemento matri
ial< j1m1j2m2jC(1; 2)jj1j2; jm >dire
tamente, y luego, utilizando (4.4), obtenemos para los CCG del �algebra SUq(1; 1) la siguienterela
i�on de re
urren
ia a tres t�erminos (RRTT) en m1;m2 [37℄:p[m2 � j2 � 1℄q[j2 +m2℄q [m1 � j1℄q [j1 +m1 + 1℄q< j1m1 + 1j2m2 � 1jjm >q +qp[m2 � j2℄q[j2 +m2 + 1℄q[j1 +m1℄q [m1 � j1 � 1℄q< j1m1 � 1j2m2 + 1jjm >q +� q�m1 [j2 +m2 + 1℄q[m2 � j2℄q + qm2 [j1 +m1 + 1℄q[m1 � j1℄q++[j + 12 ℄2q � [m+ 12 ℄2q �q 12 (m1�m2+1) < j1m1j2m2jjm >q= 0 :(4.5)



R. �Alvarez-Nodarse 19Comparando, por ejemplo, la RR (4.5) 
on la RRTT que satisfa
en los q-polinomios dualesde Hahn (2.5) 
on
luimos [3℄ que los q�CCG para el �algebra SUq(1; 1) y los q-polinomios dualesde Hahn est�an rela
ionados mediante una expresi�on 
ompletamente an�aloga a la rela
i�on 
l�asi
a(q = 1): (�1)m�j�1 < j1m1j2m2jjm >q= p�(s)4 x(s� 12 )dn W (
)n (x(s); a; b)q�1 ;n = m1 � j1 � 1; s = j; a = j1 + j2 + 1; 
 = j1 � j2; b = m:(4.6)El fa
tor (�1)m�j�1 se obtiene al 
omparar los valores de W (
)n (s; a; b) en los extremos del intervalode ortogonalidad (s = a) 
on los 
orrespondientes valores de los CCG. N�otese que si realizamos el
ambio de variables:J1 = m+j1�j2�12 ; M1 = m1�m2+j1+j2+12 ; J = j;J2 = m�j1+j2�12 ; M2 = m2�m1+j1+j2+12 ; M = j1 + j2 + 1;(4.7)la RRTT (4.5) se transforma en la RRTT (3.13). Adem�as, si 
omparamos los valores de los CCGpara ambas q-�algebras expresados mediante las f�ormulas (3.24) y (4.6), observamos que los segundosmiembros de las mismas son id�enti
os. Luego, para los CCG de las q-�algebras SUq(2) y SUq(1; 1)tiene lugar la siguiente identidad:< J1M1J2M2jJM >suq(2)=< j1m1j2m2jjm >suq(1;1) :(4.8)Di
ha rela
i�on fu�e obtenida en [37℄ mediante la simple 
ompara
i�on de las RRTT (4.5) y (3.13). Laidentidad anterior junto a (4.7) nos permiten obtener una gran 
antidad de propiedades y rela
ionesde re
urren
ia de los CCG para el �algebra SUq(1; 1) a partir de las propiedades y rela
iones dere
urren
ia de los CCG del �algebra SUq(2). Nosotros nos limitaremos a es
ribir alguna de ellas.4.1 Una f�ormula expl��
ita para los CCG del �algebra SUq(1; 1).Utilizando la f�ormula expl��
ita para los q-polinomios duales de Hahn y la rela
i�on (4.6) obtene-mos: (�1)m�j�1 < j1m1j2m2jjm >q q�12 (j(j+1)+j1(j1+1)�j2(j2+1)) == q 12 (m�1)(j1+1)�12 j(m1�j1�1)s [j +m℄q ![m� j � 1℄q![m2 + j2℄q ![j1 +m1℄q!s [j � j1 � j2 � 1℄q![j2 � j1 + j℄q ![m1 � j1 � 1℄q![m2 � j2 � 1℄q![2j + 1℄q[j + j1 + j2 + 1℄q![j1 � j2 + j℄q ! �� 1Xk=0 (�1)k[2j + j1 + 1�m+ k℄q![j � 1 + j2 + j + k + 1℄q![k℄q ![2J + 1 + k℄q![m1 � j1 � 1� k℄q![j �m1 � j2 + k℄q !�� [j + j1 � j2 + k℄q![2j + j1 �m1 + 2k + 2℄qq 12 (k2+2jk�(m1�j1�2)k)[m� j � 1� k℄q ![j �m1 + j2 + k℄q![j + j1 +m2 + k + 1℄q! :
(4.9)

De (4.6) podemos obtener la representa
i�on de los CCG del �algebra SUq(1; 1) 
omo q-fun
iones
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as: (�1)m�j�1 < j1m1j2m2jjm >q�1= p�(s)[2s+ 1℄qdn �� (a� b+ 1jq)n(a+ 
+ 1jq)nqn(s+ 12 (n�1))� 12 (
+a�b+1)[n℄q! 3F2� �n; a� s; a+ s+ 1a� b+ 1; a+ 
+ 1 ; q; q(b�
�n)� == p�(s)[2s+ 1℄qdn q n2 (3a�b+
+1+n)!(qa�b+1; q)n(qa+
; q)n�nq (q; q)n 3'2� q�n; qa�s; qa+s+1qa�b+1; qa+
+1 ; q; q� ;(4.10)
donde n = m1 � j1 � 1, s = j, a = j1 + j2 + 1, b = m, 
 = j1 � j2 y �(x), dn denotan las fun
ionespeso y la norma de los q-polinomios duales de Hahn W (
)n (x(s); a; b)q .Para �nalizar este apartado debemos desta
ar que los resultados aqu�� obtenidos se pueden gen-eralizar 
uando se 
onsideran las series negativas de RI Dj�. Adem�as, todas las f�ormulas dere
urren
ia, las diferentes f�ormulas expl��
itas, representa
iones hipergeom�etri
as, et
, 
ono
idaspara los CCG del �algebra 
u�anti
a SUq(2) se pueden es
ribir, gra
ias a la identidad (4.8), para elq-�algebra SUq(1; 1), obteniendo as�� una gran 
antidad de nuevas rela
iones para la misma. Porejemplo, e
hando mano de la expresi�on (3.30) y la rela
i�on (4.6) se obtiene una expresi�on de losCGG del �algebra SUq(1; 1) en t�erminos de los polinomios de Hahn:< j1m1j2m2jjm >q= (�1)N�s�1s�(s)�x(s� 12 )d2n h��n (s;N)q;(4.11)donde s = m1 � j1 � 1, N = m � j1 � j2 � 1, � = 2j2 + 1, � = 2j1 + 1, n = j � j1 � j2 � 1, y�(x), dn denotan las fun
iones peso y la norma de los q-polinomios h(�;�)n (s;N)q. Para asegurarsede la vera
idad de esta f�ormula basta 
omprobar que la e
ua
i�on en diferen
ias (2.16) para lospolinomios de Hahn se transforma nuevamente en la rela
i�on (4.5) para los CCG.Referen
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