¢-Polinomios y ¢-algebras.
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Resumen

Dentro de la gran familia de las funciones especiales, y en particular de los polinomios or-
togonales, se encuentran los g—polinomios. Estos objetos matematicos tienen un gran interés
por sus diversas aplicaciones en diversas dreas de la fisica-matemdtica. En particular, en este
trabajo mostraremos la interconexién de varias familias de g—polinomios con la teoria de rep-
resentacién de g—algebras y como, gracias a esta interrelacién, distintas propiedades de una
teoria se pueden trasladar a la otra y obtener nuevos resultados. Concretamente revisaremos la
conexion de los ¢g—polinomios de Hahn con los coeficientes de Clebsh-Gordon de las g—algebras
SU,(2) y SU,(1,1), respectivamente.

Sevilla, 21 de diciembre de 1999

1 Introduccion.

En este trabajo vamos a estudiar la conexién entre algunas de las familias de ¢-polinomios y las
g-dlgebras SU,(2) y SU,(1,1).

Las algebras cudnticas y grupos cudnticos han sido introducidas en los tltimos anos al estu-
diar el problema inverso de dispersién cudntica [19] y las ecuaciones de Yang-Baxter [25]. Dichos
objetos son, desde el punto de vista matemdtico, dlgebras de Hopf [17], y tienen una gran im-
portancia en diversos problemas de la fisica matemaética: sistemas integrables, teoria cudntica de
campos conformes, fisica estadistica, entre otros (ver [39] y las referencias contenidas en el mismo).
Sus aplicaciones en fisica se han incrementado en la ltima década debido a la introduccién de
los g-osciladores cudnticos [9], [26] (ver ademds [4]-[6],[7]-[8]). También han sido utilizadas para
describir el espectro rotacional y vibracional de los niicleos atémicos [31], [11]-[12], de las moléculas
diatémicas [2],[13],[14], etc.

En este trabajo vamos a estudiar la conexién entre los ¢g-polinomios de Hahn y los coeficientes
de Clebsch-Gordan (3j simbolos) de las g-dlgebras SU,(2) y SU,(1,1). Un estudio mas detallado
de las algebras SU,(2) y SU,4(1,1) se puede encontrar en [21], [22], [23], [24], [32]-[35], [37], [40],
entre otros. Para la conexién entre las diferentes familias de g-polinomios y las dlgebras cuanticas,
véase [3], [22], [23], [27]-[28], [36], [40], entre otros.

Finalmente, las caracteristicas y propiedades mas importantes de las familias de g—polinomios
mencionadas en este trabajo se pueden encontrar en [1].

2 Preliminares

Por completitud vamos a dar una breve introduccén a las g—4élgebras y la teoria basica de los
g—polinomios.

2.1 Breve introduccién a las g—algebras.

Un conjunto de elementos G es un grupo si a todo par ordenado (g1,¢g2) de G le corresponde un
elemento g = g1 * go y se cumple que:

1. (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3) para todos g1, g2, g3 de G, i.e., * es una operacién asociativa,

2. existe un elemento e tal que ex g = g x e = g para todo g de G,
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3. para todo g de G existe un elemento ¢’ de G que denotaremos por ¢!

degtalquegxg =g xg=ce.

y llamaremos inverso

Si la operacién *, denominanda comunmente como multiplicacion es tal que para todos g y g2
de G g1 *x go = g2 * g1, diremos que el grupo es conmutativo.

Por ejemplo, el conjunto de los niimeros reales R es un grupo conmutativo respecto a la adicién
y a la multiplicacién estdndares.

Un grupo A conmutativo que tiene la “adicién” (suma) como operacién * se denomina anillo si
en A estd definida la “multiplicacién” y satisface la propiedad distributiva:

g1 * (g2 + 93) = g1 * g2 + g1 * g3, (91 + g2) * g3 = g1 * g3 + g3 * g3.

Un anillo se dice asociativo (conmutativo) si tiene un elemento unidad respecto a la multiplicacién
y dicha operacién tiene la propiedad asociativa (conmutativa). Un anillo conmutativo se denomina
campo. Como ejemplos de campos tenemos el conjunto de los niimeros reales R y complejos C.

Dado un anillo A y un campo K, se dice que A es un algebra sobre K si definida la operacién
externa - se cumple que para todos a, b de A «a, 1 de K]los elementos « - a, « - b pertenecen a Ay

a-(a+b)=a-a+a-b, 1l-a=a, «a-(a*xb)=(a-a)xb=ax(a-b).

Un élgebra compleja asociativa es un algebra sobre C donde la operaciéon multiplicacién es asocia-
tiva.

2.1.1 El dlgebra U,(sly).

En nuestro trabajo nos interesard el dlgebra Uy,(sly). Dicha 4lgebra estd constituida por las series
finitas o infinitas de los productos de los operadores J., J_ y Jy tales que

[Jo, Ji] = £J4, [y, J-] = [2‘]0]11’

donde [A, B] denota el conmutador AB — BA, y [2.Jp], denota la serie formal correspondiente:

3J3 5J5
Y 0+’Y 0_‘____),

Y —
3! 5! ¢ =

[2Jo]g = (q% — q_%)_l (Jo +

Usualmente se suele “cambiar” el dlgebra anterior por el dlgebra constituida por los elementos J,
J ., k=q"? k7" = ¢/ tal que

N

2 .-
k' =k =1, kJy=qT'Jpk, [J4,J )= %
—4q

q

M
D=

Con este cambio el dlgebra estard constituida solamente por series finitas de los productos de los
elementos J4, k y k~'. Obviamente una base de esta &dlgebra la constituyen cualquiera de los
sistemas

{JLE™gry,  {JLE™J"Y,  m€Z, n,leNU{0}.

El 4lgebra anterior, que denominaremos g—algebra U, (slz), se puede equipar con la estructura de
algebra de Hopf. Para ello es suficiente introducir la co-multipliacion, la co-unidad y la antipode
(23], [40]. Un hecho importante a destacar es que si bien la g—algebra U,(sl>) es invariante al cam-
bio ¢ — ¢!, la correspondiente 4lgebra de Hopf, conocida como dlgebra cuintica Uy(sl2), no lo es.
En nuestro trabajo nos vamos a restringir a la g—algebra aunque los resultados aqui presentados
son validos también para el dlgebra cudntica.
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Normalmente para distingir las distintas formas reales de un dlgebra se introduce la operacion
7. Asi, si g € R, la secuencia

H=n, J=u, J=U,

define una f-estructura que distinge las formas compactas [40] y que denotaremos por U, (suz) o
simplemente SU,(2). Por el contrario, si

B=n, J=—J, J=-J,

entonces la f-operacién define una t-estructura que distinge las formas reales no compactas [40] y
que denotaremos por Uy (suy 1) o simplemente SU,(1,1).

Las representaciones de un algebra A no son mas que los homomorfismos D (aplicaciones
lineales) de A sobre un espacio lineal complejo E. Si E es de dimensién finita diremos que la
representacion es finita, en caso contrario diremos que la representacién es infinita. Para determinar
las representaciones D de un dlgebra es suficiente conocer como actudn sobre los “generadores” de
dicha algebra. Por ejemplo, en el caso del dlgebra Ug(sly) es suficiente conocer como actian los
operadores D(J+) y D(Jy) imponiendo que se cumplan las condiciones

(2.1) [D(Jo), D(J+)] = £D(J+), [D(J+), D(J-)] = [2D(Jo)]4-

En el caso de la forma real U,(suz) dichas representaciones finitas se escogen tales que D(Jp)T =
D(Jo) y tal que D(J_.J; +[Jo+1]2) sea proporcional a la unidad. El operador Co = J_J, +[Jo+1]2
conmuta con los generadores J4 y Jo de Uy (suz) y se conoce como el operador de Casimir del dlgebra
U, (sus).

Por simplicidad vamos a denotar los operadores D(a) de la representacién finita de Ug(suz) por
a, con a € Uy(suz). *. Sea {|JM >}=/ ; una base del espacio lineal E sobre el cual estd definida
nuestra representacién finita D (se puede demostrar [40] que la dimensién de esta representacién
que es de dimensién 2J + 1, con J =n/2, n € N). Si ahora definimos

D(JL)|IM >= Jy|IM >= /[T F M],[J £ M +1],|JM £1 >,
(2.2)
D(Jo)|JM >= Jo|IM >= M|JM >,

es ficil comprobar que las ecuaciones (2.1) tienen lugar. Ademds, la condicién D(Jp) = D(Jp)
indica que el operador Jj es autoadjunto en cualquier representacién finita de U,(slz). M4s ain,
puesto que para Uy(sus) D(J1)" = D(Jz), las representaciones finitas de U,(slz) restringidas a
espacios lineales de dimensién finita son las representaciones de Uy (sug).

Para terminar con esta pequena introduccién a las g—algebras mostraremos una construccion
explicita de una representacién para el algebra U, (sus).

Vamos a suponer que E’ es el el espacio lineal de los polinomios homogéneos de grado 2. IP’?;{
en las variables s y £. Sea ¢, el operador definido por:

1

5.1 (2) = flq7x) = f(g 2a).
Sean los operadores

s%, D(J_) = tﬁ 2D(Jy) = 32 —t 0
t

(23) D(J+) = 5537 88 &7

La razén de ello es que tanto los elementos del &lgebra como los de su representacién satisfacen las mismas
relaciones de conmutacidn.
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entonces como %t” =ty %t” = nt"" !, es ficil comprobar que las funciones

SJ-I-MtJ—M

|TM >= VI + M[T - M0

M=0,+L,...,+J

son una base ortonormal de IP’?;{ definiendo como producto escalar en IP’?;{ la forma bilineal

1:9) = 152 55 (915:0)

s=t=0

Ademéds, la accién de Jy y Jp en IP’?‘; definidos por (2.3) coinciden con (2.2).
Un estudio semejante se puede realizar para la particularizacion U, (su; 1) de Uy(sl) [40].

2.2 Introduccion a los g—polinomios.

Los g—polinomios son las soluciones polinomicas de la ecuacion

(2.4) & (z(

A vyls) l%(:L,(S))[Ay(:?) vy(s)

DR vale) Aa(s) T vx(s)] Thwle) =0,

0, equivalentemente,

o(s) = a(x(s)) — 57(x(s)) Az(s —35),  7(s) = 7(z(s)),

donde G(z(s)) es un polinomio de grado, a lo sumo, 2 en z(s); 7(z(s)), de grado 1, X\ es una
constante y

(2.6) z(s) = c1(q)q” +ea(q)g " +eslg), qeC

siendo c1, co, c3 constantes que pueden depender de g, pero son independientes de s.

Los ¢-polinomios satisfacen las siguientes propiedades:
1. Las soluciones polinémicas de (2.5) se expresan mediante el g-andlogo de la férmula de Rodrigues
para los polinomios de variable discreta en redes no uniformes:

o) = B o, (s m=_V vV V¥
20 Pl =g Vel VS GO e e
donde i
(2.8) pi(s) = p(s + k) [ o(s +m),
m=1

y p(s) es la solucién de la ecuacion en diferencias de tipo Pearson en una red no uniforme:

A
(2.9) e =1 [o(s)p(s)] = T(s)p(s).
2. Las soluciones polinémicas (2.7) son ortogonales respecto a la funcién peso p(s), concretamente
se tiene que, si existen dos valores a y b tales que z*(s — 1)o(s)p(8)|s=ap = 0, para todo k > 0,
entonces las soluciones polinémicas P, (s), de la ecuacién (2.5) son ortogonales dos a dos respecto
a la funcién peso p(s) definida por la ecuacién (2.9), o sea, se cumple que:

b—1
(2.10) Z P (5i)qPm(si)gp(si) Nx(s; — 1) = Snmd2,  siy1 +si+1,

si=a
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donde, como antes, d,,, es el simbolo de Kronecker y d,, denota la norma de los polinomios P,.
Andlogamente, si

(2.11) AA[p(z)a(z)xk(z — D]dz =0, VkE=0,1,2,... ,.

para cierto contorno del plano complejo, entonces tendremos en vez de (2.10), la propiedad

(2.12) /FPn(z)qu(z)qp(z) Az(z—1i)dz=0, n # m.

Generalmente los valores de a y b se suelen escoger de tal forma que p(s) A z(s — 1) sea positiva

en el intervalo [a,b — 1]. Para ello se pueden elegir a y b como las soluciones de o(a) = 0 y
ob—1)+7(b—-1)Az(b—1—1)=0[16, 29, 30]. Obviamente de las relaciones (2.10) y (2.12) se
deduce que los polinomios (2.7) satisfacen una relacién de recurrencia a tres términos de la forma

2(8) P (2(5)) = anPoi1(2(s)) + Bn Po(2(5)) + L1 (2(s)),
(2.13)
P_i(z(s)) =0, Py(z(s)) = 1.

3. Como consecuencias de la férmula de Rodrigues se tiene que

1. 7(x) es un polinomio de grado exactamente uno.
AP, n(s B %)q
Azx(s—1)

3. Son vélidas las férmulas diferencias-recurrente

dg%%g%=@%x+3mawn+aﬁmﬂmq

es ortogonal respecto a p(s) = p1(s —

).

W=
W=

(2.14)

AP, (s)q . - -

[o(s) +7(s) Ax(s—1)] (Apz + By)Pp(x)g + CpPri1 (),

M

Es importante notar que la ecuacién (2.5) se puede reescribir de la forma

AP, (s)q VP (8)g

(2.15) [0(s) +7(s) A z(s —3)] N - J(S)VTS) + A Az(s—1)P,(s)g =0,
0, equivalentemente,
(2.16) Asy(s +1) 4+ Bsy(s) + Csy(s — 1) + Ay(s) =0

con o(s) +7(s)Az(s— 1)
Az(s)Az(s—1)

As =

By = —(As + Cy).

y la ecuacién de tipo Pearson (2.9) en la forma

— pls +1) _ os) +7(s) Aa(s = 1) _ ol—s—p)
' p(s) o(s+1) o(s+1)’
donde, ¢* = 28; Ademéds, la funcién z(s) se puede reescribir de la siguiente forma:

(2.18) z(s) = cl(@)a’ +a M +eala), Dals—1) =cila)g? ryl2s + plg,
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siendo kg = (q% — q_%). En la expresién anterior hemos utilizado el simbolo [n], para denotar a
los g-ntimeros

(2.19) m,=L—"%2°  jec
q2 —q 2
Utilizando la propiedad de simetria:
(2.20) 2(s) = a(—s — ), Da(s—1) = — Azt =Yl y , -
obtenemos de (2.15) que:
(2.21) ale) = tlo(=s =) + (sl Hals)) = DG HLE,

Igualando las potencias de mayor orden en ¢° en (2.15) se deduce que

4
2u+n—1+23i] )
q

=1

(2.22) Ap = — l; [n]q

siendo s; los ceros de la funcién o(s).

Las soluciones polinémicas P, (s), de (2.5) se pueden expresar mediante las g-series hiperge-
ométricas pp,, definidas por:

A1y ey @ r — (a1;q (ar; @k 2k k(g—1) portl
2.23 < P4, ) —1)7q? )
(223) e\ bty ; bl, Gy @ 0 (1
donde
k—1
(2.24) (a; )k = J] (1 —ag™),
m=0
o, como mediante la g-funcion hipergeométrica definida ,F, definida por
o k p—r+1
9295 F 1,02, ...,a ) (a1]g)x arlg)k =z kg ik(k=1) ,
( ) p< b17b27"'7 Z b1|q p|q) (]‘|q)k [ qq ]

k=

siendo (a|q)x los g-andlogos del simbolo de Pochhammer
kol k=1 qﬁ—Tm — _HTm

(2.26) (alg)e = [[le+mly =[] <ﬁ> :
m=0 m=0 2 2

Notese que ambas expresiones para r = p + 1, en el limite ¢ — 1 se transforman en la funcién
hipergeométrica clasica.

Antes de pasar a describir las propiedades de los polinomios de Hahn vamos a introducir sendos

g-andlogos de la funcién T' de Euler. La funcién Ty(z) [29] y la Ty(z) [20] definidas mediante las
relaciones funcionales

Ly(e+1) = [o]Ly(x),  Tya+1) =g nlly), 2eC
para las cuales se cumple que

(1g)k =Tq(k +1) = [kly!,  (6:0)n =Tk +1)(1 —q)" k€N,
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ademas,

( o0

H(l _ qk+1)

(1—g' = 0<g<1

(2.27) Ty(s) = ﬁu — ¢ thy . Tyls) =g T ().
k=0

(s—1)(s—2)
L ¢ Tgas), qg>1

2.3 Los g—polinomios de Hahn.

En este apartado vamos a incluir las principales caracteristicas de los g—polinomios de Hahn. Dichos
polinomios fueron introducidos en [29], [36], [3] (ver ademds [1]). subsection Los g-polinomios de
Hahn h%ﬂ(s,N; q).

2.3.1 Foérmula explicita.
Vs = 1yl
Pyla+ N —slTgB+s+1]

77 (5, N3 q) = (—1)qn2at St NT3 (=)

XZ ~Im(atBent1) Tyla+ N —s+m]0y[B+s+n—m+1] _
[m]g!n — m]ylls — m]![N —s —n—1+m)],!

2.3.2 Valores en los extremos.

h%ﬂ (0,N;q) = (=1)" [NN_ quq[ﬂ +n+1] q%n(2a+5+N+%(n+1))7
[n]g!T4[B + 1[N —n —1]!

[N —1]g!Tyla+n +1] In(a+N—1(n+1)

af o . —
hn (N 1,N,Q) - [n]q![N_n_l]q!f‘q[a-l—l]

2.3.3 Foérmulas de diferenciacion.

[+ 1h2 P (s, N+ 1;q) = —q2CotBEN=1=mN _ ] 18 4+ 51,807 (5, N; q)

4N [0 4 N — ][] (s — 1, N3 q),
W I (s 41, N q) — he 1071 (s) = g +etB-ma 4 B 4 n) heP (s, N; ).
2.3.4 Simetria.

(=1)" g™ FPHENIRI(N — 5 —1,N,q7") = by (s, N, ).

2.3.5 Representacién hipergeométrica.

B8 (5, N+ ) = L5 D (1 = Nla)n FQ(—n,—s,n+a+B+1 b a>> _

g~ 5 Gt BN +EE) f+1,1-N

n)q!

:(,3+1|q) (N+a+5+1]q), F —n,s+B+1l,n+a+pB+1 _qq%(sﬂ N)
g3 (V+at 205 ’ B+1,N+a+p+1 P

?
nly!
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Tabla 1: Principales caracteristicas de los g-polinomios de Hahn heP (s,N;q) [1], [36]

‘PH(S)H h%B(S,N; q), z(s) =¢° ‘
(a,b) 0,N — 1]

q%(a+2N+2373)+%(B+2371) Do(a+ N —s)Ty(B+s+1)

p(s) [N — s — 1],/[],!
a,B>-1,n<N-1
1
o (s) g2 @) 2] o+ N — 8],
Lo 1, s
7(s) quq2( +B+2){q2( +N)[/3 + 1]G[N - 1]q —q* [S]Q[a +8+ 2]:1}
1 .
An qi(a+ﬁ+2)[n]q[n +a+p+1]

q" kg [n]q!

1 1 . ~ ~ -
2 2 VW -DFg(N=D@atB8+N) o B+ n+ DT (B+n+1D)lg(a+ 8+ N+n+1)
n

—a-N-18(B+1)~Fn(a+8-2) [n],![N —n —1],'Ty(a+ B +n + 1)Ty(a+ 8+ 2n + 2)

q
JFerenize-ntderz-n k" Ty (e + N — )T (B+s+n+1)
pn(e) SR N =s—n— 1,5

. giersron_ LalatB+2n+1)

[n]gTg(a+ B +n+1)kg
1
N kg 2T L1 Ja+ B+ n+1],
n

[+ B+ 20+ 2o+ B +2n+ 1],
1
q_2

{qa+%N+%><
[+ B+ 2n]gla + B+ 2n + 2],

Bn ([N —nly[nlgfa+B+2n+2]— [N —n—1],[n+1],[a+ B8+ Qn]q) + q%(““”’“”x

(a+B+2)

(1a4 5+ N4 0 fat 54 20 [+ 5+ N + g falofo+ 5+ 20+ 21, )}

,ﬁ;qq‘I*N*%[a+n]q[,3+n]q[a+,3+N+n]q[N_n]q
[a+ B8+ 2n],[a+ B+ 2n + 1],

Tn

0, en términos de las series hipergeométricas bésicas,

1-N. -n ,—s ntat+f+1
q)n\q q _N_
)n( ) )n 3()02(‘] yd "4 ;q,qs N a+1> —

K24 Qn g

1) n(a+N)(,0+1.
g (s, Nyq) =

q*5(2ﬁ+n+1)(q6+1;q)n(qN+a+ﬁ+1;q)n » ( g ", oL grtetB+l . q>
(G5 q)n 2 gt gN et

Existe otra familia de polinomios de Hahn, los B%"(s, N;q), que se obtienen como la prolon-
gacién analitica de los h%ﬁ (s, N;q) respecto a los pardmetros «, 3 en el dominio a@ > —1, 8 > —1
enela <1—N, f<1— N, mediante la expresion [29]:

o0 N 8(s, N5 ) = 2P (s, Vi)

Los pardmetros de dichos polinomios se obtienen a partir de los hf{ﬁ (s, N,q) si hacemos el cambio
a=—p—N, f=—v— N y utilizamos las propiedades de las funciones I';(s) y los simbolos (al|g)p.
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Tabla 2: Principales caracteristicas de los g-polinomios duales de Hahn W (z(s), a,b), [3]

| P.(s) | We(z(s),a,b)g,  a(s) = [sly[s + 1, |
(a,b) [a,b—1]
o(s) ¢y [s + a+ 1Py [s + ¢+ 1]

Tyls —a+ 1T[s — ¢ + 1]Ty[s + b+ 1], [b — 5]
—1<a<<b-1, Je|<a+1

1 .
a(s) g2 s — aly[s + Bly[s — o
1 1
7(s) —a(s) + 2" a4 1o — e = g + a2V Blo[c]g
1
An q_E(n_l)[n]q
(=D"
B
" [n]y!
d2 q% (ac—ab—bcta+c—b+1+2n(a+c—b)—n2+5n) fq [a +c+n+ 1]q'

[n]y!Ty[b — ¢ — n]y'Ty[b — a — n],!

1 22 n - _
q_55(5+1+”)_7+5(a+c_b+%)f‘q [s+a+n+1Tys+c+n+1]

(S _ _ = -
pn(s) T —a+ UTg[s — e+ 1Ty[s + b+ 1T[b— 5 — 1]
q—%n(n—l)
o [n].!
§n
Qn q?2 [TL + 1]q
1
3 2Tt g — 1, Ja 4+ c4 n+ 1]+
" 1
+q§(2n+2a+c_b+l)[n]q[b —c—nlq + [a]g[a + 1]q
1 )
Tn q§(n+3+2(c+aib>>[n +a+cylb—a—n]yfb—c—n]

2.4 Los g-polinomios duales de Hahn W¢(z(s), a,b),.

2.4.1 Foérmula explicita.

s —a+1Ty[s 4+ b+ 1Ty[s — ¢ + 1]T[b — 5]
2 - .
q%(Tfsnfn(““*Hg))Fq[s +a+1Ty[s +c+1]

Wi (2(s),a,b)y = x

" "L (=1)"[25 —n + 2m + 1]qq%(_m2_25m+nm_m) 25 +m — n],!
o [m]g![n —m]y![2s + m 4+ 1]4!Ty[s —a —n+m + 1]
" Tyls +a+m+1Ty[s +c+m+1]

Cyfs+b—n+m+1Tyfs —c—n+m+1Tyb—s—m]

2.4.2 Valores en los extremos.

n2

(_1)nq—7+%n(c—b+%)f‘q[b — a]fq[a tedn+ 1]

(©)(2(a),a = = [
Wa(ala). . b)g Pl + o+ Fgfb —a— 7]

)

_n_2+ln(c+a+§)”
g~ T3 2Fq[b—a]rq[b—6]

(C)I — a = = B
Wi (x(b—1), ,b)q [n]q!Fq[b_C_n]Fq[b—a—n]

n
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2.4.3 Foérmulas de diferenciacidn.

1
Wi (w(s + 1), a,b)g — WD (@(s — 1),a,b)g = ¢~ 57325 + 1, W, 2 (a(s),a + 1, b — 1),

n—

Lon—a—c+b+s) 11.12 W(c—%) _1 _
q° [0+ 1]q[25]g Wy 1 (2(s — 3), 0

ab+%)q:

M=

= ¢*[s — alyls — clgls + bW ((s — 1), 0,b)g — [s + algls + clg[b — s)yWi (a(s), a, b).

2.4.4 Representacién hipergeométrica.

L)
N

—b+1g)n 1q)n “n.a—
W(C)(I(S),a,b)q:(a +1{g)n(a + c+1|q) F2< n,a—s,a+s+1

(b—c—n)
q%(b—C—H-%(n—l))[ a—b+1l,a+c+1 AL > ’

_1\n(,a—b+1. a+c+1. -n a—s ,a+s+1
(©) _(=D)"(q ;q)n(q ;@)n g " 9" ,
Wy (x(s),a,b)g = g3 BT o (g ) 3P2 | qabtl gaterr 10 7)-

n)q!

3 Eldlgebra cudntica SU,(2) y los ¢-coeficientes de Clebsch-Gordan.

Como ya hemos visto (ver ademads [32]-[35], [21]) el dlgebra SU,(2) estd generada por los oper-
adores J,, J_, Jy que satisfacen las ecuaciones:
sh(2J,
[J(]aji] ::I:Jia [J+7J*] = [2J0]q: wa q:éya

(3.1) shy

(J£)" = Jz, (Jo)* =,
donde [A, B] = AB — BA denota el conmutador de A y B, [n], los g-ntimeros (2.19) y [2.Jp], es
el correspondiente desarrollo formal en serie de potencias. Las representaciones irreducibles (RI)

unitarias y de dimensién finita D7, con J = 0,1/2,1,..., estdn determinadas por el vector de
mdzimo peso |J.J > definido por las expresiones:

(3.2) T JT =0,  Jo|JJ >q=J|JT >4 < JI|JJ >4=1.

Los vectores de la base de la RI estin determinados por el vector de méximo peso |JJ >
mediante la formula:

(33) IM >,= \/ ST A T 5 TS <

La RI de dimensién (2J 4 1), se expresa explicitamente por las férmulas:

< JMI|J0|JM >q= Moy
(3.4)

< IM'JL|IM >4= /[T F M]y[J £ M + 1,600 a1

El operador de Casimir (que es un invariante de dicha algebra) se define mediante las expre-
siones:

(3.5) Co=J_Jp+[Jo+1/22,  Co|IM >¢=[J + 12|TM >, .

El producto tensorial de dos RI D7t ® D”2 se puede descomponer en la suma directa de sus

componentes RI D”:
J1+J2

DJ1 ®DJ2 _ Z @DJ,
J:‘Jl—Jz‘
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donde los generadores (coproductos) de la nueva representacién D”t @ D72 son:

Jo(1,2) = Jo(1) + Jo(2),
(3.6) 1 1
J(1,2) = J(1)g2z7@ 4 g2700) g, (2).

Nétese la no conmutatividad de la operacién D7t @ D72, La definicién de los coeficientes de
Clebsch-Gordan (CCQ) es similar a la de los CCG clasicos [10], [18], [38] (¢ = 1):

(37) |J1J2,JM >q= Z < J1M1J2M2|JM >q |J1M1 >q |J2M2 >q
My ,M>
(3.8) Co(12)|Jy Jo, IM >q=[J + 12| 1 Jo : JM >,

donde < JyM;JoMs|JM >, denota los coeficientes de Clebsch-Gordan (CGC) para la g-algebra
SU4(2) y |Jiday JM >4, |JiMy >4y |Jo My >4 son los vectores de la base de las representaciones
DY, D't y D’2, respectivamente. Los CCG satisfacen las propiedades de ortogonalidad:

(39) Z < J1M1J2M2|JM >q< J1M1J2M2|J,M, >q= 5JJI5MMI ,
My, M>

y

(3.10) Z < J1M1J2M2|JM >q< JlM{JQMéL]M >q= 5M1M{5M2M§ s
M

asi como las propiedades de simetria:

(3.11) (1)t <y — My Jy — Mo|J — M > -1=< Jy M1 o M| JM >,
y
(3.12) (1)) < LMy u M| TM > -1=< Jy My JoMo|JM >, .

Si calculamos el elemento matricial < Jy My JoM3|Co(1,2)|J1J2, JM >, del operador de Casimir di-
rectamente y luego utilizando (3.8) obtenemos la siguiente relacién de recurrencia (RR) en My, My
para los CCG [32]:

q_l\/[JQ — My + 1]q[J2 + Mg]q[Jl + My + 1]q[J1 — Ml]q < JiMi + 1J5M5 — 1|JM >q +

VI + My + 10,[J5 — Mol [Ji + Myl [Ji — My + 1], < JiMy — LM + 1M >, +

(3.13)
(@ M0 + My + 1y T2 = Moy + gV + My + 1], [y = M)+

M 32— [T+ 32 )a 3% M) < LM M| TM 3= 0.

1

Noétese que la expresién anterior es invariante respecto al cambio J; y J2 ¢ y ¢ -, gracias a la

propiedad de simetria (3.11) vélida para los ¢—CCG.

Repitiendo la misma estrategia pero para el elemento matricial < J; My JoMa|Jo(1)|J1 J2, JM >,
obtenemos otra RR, pero en J:
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\/[JM}q[uM}q[11+J2+éﬁ]i][;f[zw11ﬁ£}[éJ2+Jl}q[J1+J2J+1]q < FMy Mol — 1M >y —

1; _1y
27 [J+MH1]g—q 27 [J-M+1]y)([2]]q[2J242]¢ —[2]¢[J2+T1 =T +1]q[J+T1—=J2]q
_(QZ [J+M+1]q—q 27 + }[%!(][+2]]q|:[2J2}:_[2j|q [2]¢[J2+J1 +1]g[J+J1—J2]q) < J1M1J2M2|JM >q T

=M1 [T+ MA1]g[Ji + Jo+T+2Jq[Jo—T1 - T+1]g [T —TotJ1+1]g[T1+T2—J]
+\/ q R MR M| T+ 1M >

Liryay) Yo -y,
+(q2 2+Mq [J2+M2+1]q[2];12 L7727 Je—Ma+1]y) <J1M1J2M2|JM >q:0‘

(3.14)
Esta RR coincide con la obtenida en [35] si intercambiamos J; y Jo y utilizamos la propiedad de
simetria (3.11).

Finalmente, de (3.4) deducimos:

(3.15) < J1M1,J2M2|J:|:(1,2)|J1J2 :JM >= \/[J:FM][J:‘:M—F 1] < J1M1J2M2|JM >

de donde se sigue la relacién:

VI £ M) (T F My + 1)gM2/2 < T My F 1D Ms|IM >, +

(3.16) V(o £ Mo)(Jo F Mo + 1) M/2 < [y My Jo Mo F 1|TM >,= .

= JITFMTE£M+1) < i My JoMy|JM +1 >,

3.1 Los coeficientes de Clebsch-Gordan y los ¢-polinomios de Hahn.

Comparando la RR (3.13) con la ecuacién en diferencias de segundo orden (2.5) que satisfacen los
g-polinomios de Hahn se concluye [36] que los g—CCG y los ¢g-polinomios de Hahn estdn relacionados
mediante una expresién [36] completamente andloga a la relacién clasica (¢ = 1) [29]:

sin [P(8)AZ(s—1).
(3.17) < J1M1J2M2|JM >q= (—1) + %hnﬁ(&]\[)ql’

n

dondes=J1—My, N=Ji+o—M+1l,a=M+J —Jo, B=M-—J1+Jo,n=J—M,y p(z),

d,, denotan las funciones peso y la norma de los g-polinomios plep )(s, N)g-1. 2

Utilizando la expresién anterior podemos obtener el valor < Jy M JyM3|JJ >, para los CCG:

Au(s— |
< MMy TJ >o= (—1)° % _
0

(3.18) = (_1)J1*Mlq*%(JJrl)(Jl*M1)+i(J1+J27J)(ij1+J2+1)X

y [J1 + My [ Jo + Ma) l[20 + 1), Ty + Jo — J]!
[J1 — M)\ [Jo — Ma]![Jh — Jo 4+ J)MT — Ju + Bl [ + Jo + T + 1],

que coincide con el valor obtenido en [32].

INétese que los g-polinomios de Hahn estdn definidos para ¢ — ¢ *.
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Sustituyendo la férmula explicita para los g-polinomios de Hahn, (ver apartado 2.3.1), en (3.17)
obtenemos el g-andlogo de la férmula de Racah para los CCG del dlgebra SU,(2) [33]:

< J1M1J2M2|JM >q=

_ (_1)J1*M1

q%Ml(erl)f%(J(J+1)+J1(J1+1)*J2(J2+1)) %

(319 (27 + 1g[J — M]![J + M]g![J1 — Mi]g![J2 — Ma]g![J1 + T2 — J]!
[Jl +Jo+J+ 1]q![J1 —Jo + J]q![—Jl + Jo + J]q![Jl + Ml]q![JQ + Mg]q!

x Y (1) [Ji = My + 2Jg![J + Jp — My — 2],lqz*U M+
. (2] T = M — 2]g![J1 — My — 2]![Jo — J + M + 2]
La suma anterior recorre los valores de z para los cuales todos los g—factoriales tienen argumentos

positivos. Utilizando la férmula para los polinomios evaluados en s = 0, la expresién anterior nos
conduce a la férmula [33]:

< J1J1J2M2|JM >,= q—%-h(J—M)-‘r%(J1+J2—J)(J—J1+J2—1)X

(320) [2.] + ].]q[.] + M]q'[QJl]q'[J2 — Mz]q'[] + Jy — Jl]q!
% [J — M]q'[JQ + Mg]q![Jl —Jo+ J]q'[Jl + Jy — J]q'[Jl +Jy+J+ 1]q'

Otra consecuancia inmediata de la relacién (3.17) es que la relacién de ortogonalidad para los
g-polinomios de Hahn es equivalente a la condicién de ortogonalidad de los CCG (3.9). La segunda
condicién de ortogonalidad (3.10) de los CCG se transforma a su vez en la condicién de familia
completa para los ¢g-polinomios de Hahn:

(3.21) Y haP (s, Ny )hP (s, Nyq) [dy, = 65 {p(s)Aa(s — 1)}

La propiedad de simetria de los CCG (3.11) es una consecuencia directa de la propiedad de
simetria de los g-polinomios de Hahn:

(322) (_1)7‘an(a+,3+N)hga (N -8 ]-7 Na qil) = hf:ﬁ(s, Na q)

La relacién de recurrencia en J para los CCG (3.14) se transforma en la RRTT de los ¢-polinomios
de Hahn. Las férmulas de diferenciacién para los g-polinomios de Hahn (ver apartado 2.3.3) se
transforman en las RR de los CCG (3.16).

Antes de pasar a ver la relacién de los CCG y los polinomios duales de Hahn es ficil comprobar
que también tienen lugar las siguente representacion en funcién de los polinomios de Hahn h?{ﬁ y

los Y.

p(s)Aa(s — 3)

(3.23) < TIMy Ty My|JM > = (—1)N -1 = hoP (s, N)g,
donde s=Jo,— My, N=J1+—M+1l,a=M-J1+J, =M+ —Jy,n=J—-—M,y
(a,8)

p(z), d, denotan las funciones peso y la norma de los g-polinomios h, (s, N),. Para asegurarse
de la veracidad de esta férmula es suficiente comprobar que la ecuacién en diferencias (2.16) para
los polinomios de Hahn se transforma nuevamente en la relacién (3.13) para los CCG.

3.2 Los coeficientes de Clebsch-Gordan y los ¢-polinomios duales de Hahn.

Veamos ahora la relacion de los CCG y los ¢g-polinomios duales de Hahn.
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Comparando la RR (3.14) con la ecuacién en diferencias de segundo orden que satisfacen los
g-polinomios duales de Hahn (2.5) se concluye [3] que los ¢—CCG y los g-polinomios duales de
Hahn estan relacionados mediante una expresién [3] completamente andloga a la relacién clisica

(¢ =1) [29]:

p(s) & x(s —
d

— 1
(4ﬂﬁ”J<hMMMMM4n=¢ »WP@%MW

(3.24)
|J1—J2| <M, n=Jy,—My, s=J,a=M, c=J—Jo, b=J + Jo + 1.

donde p(z) y d, denotan las funciones peso y la norma de los g-polinomios duales de Hahn

7gc)(:v(s),a,b)q_l. 3 Debemos destacar que el factor de fase (—1)7t/2=/ en (3.24) se obtiene

al comparar los valores de W,EC)(S, a,b) en los extremos de del intervalo de ortogonalidad con los
correspondientes valores de los CGCen J =M y J = J; + Jo + 1, respectivamente.

Utilizando (3.24) y la expresién explicita para los Wi (z(s),a,b),2 obtenemos una férmula
andloga a la de Racah (3.19):

< LMy Jo My JM >, q—%{J(J—H)—Jl(J1+1)+J2(J2+1)}+%(M+1)J2+%J(J2—M2) _

_ (_qyhrre—T T2 = Malgl[J1 = Mi]g!lJ — M]![J2 + Ma],!
=(=1) [J + M],!

><\/[J + 4 o+ Mo = S+ e+ T = J) 2T + 1,

(3.25) [Ji + M) \[J1 — Jo + J],!

Xi q3 (FF2Th—(o=Ma=Dk) 7 4 g o+ H!J + M+ k!
£ k]q 2J+1+k]q'[J M; — Jo + K [J — Jy + M; + K],
« [2J—J2 +M2+k]q![2J—J2+M2+2k+1]q

[Jo =M —2—Kk)[J+Ji + Mo+ k+1]![Ji + o — J — k]!

De la expresién (3.24) vemos que todas las propiedades de los ¢g-polinomios se pueden interpretar
en términos de las ¢-CCG y viceversa. Por ejemplo, la relacién de ortogonalidad para los los
g-polinomios duales de Hahn se transforma en la relacién de ortogonalidad de los CCG (3.10),
mientras que la otra (3.9) se convierte en la condicién de familia completa para los g-polinomios
duales de Hahn

(3.26) ZW (s,a,0) WS (', a,b)q/d2 = 859 {p(s)Ax(s — 1)} L,

La RRTT para los g-polinomios Wi (z(s),a,b),-1 es equivalente a la relacién de recurrencia de los
CCG en M, y Mo (313)

Utilizando (3.24) y las férmulas de diferenciacién para los g-polinomios duales de Hahn obte-
nemos las siguientes relaciones para los CCG:

\/[J — M A1+ B+ T+ 2, — T+ T+ 1,[2] +2],

Jy My JyMs|J + 1M
27+ 3,1 - 1E3], <HMBMNT + 1M > +

+

3.27 _ _
(3.27) q%(J+1)\/[J+M+1]q[J1+J2 Tald =Bk DA aRT 20 pyp g

2 4+ 1]4[J> — Mo,

= g2 (P MAMAD 0] L9l < My Jy — LMy + LT+ 1M+ L >,

*Nétese que los g-polinomios duales de Hahn estén definidos para ¢ — ¢~ 1. W, (s,a,b), = W% (z(s),a, b),.
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y
[J — M]q[.]l +Jo+J+ l]q[J2 —Ji + J]Q[QJ]q
< JAMyJoMs|J — 1M >
\/ 27 — 1,0 — Ms + 1], 1ML M| ot
(3.28) Y [+ M, [y + Jo — J + 1),[J — o + J1]4[2]], < TMIM|TM >,
1 27+ 1),[s — My + 1], 120 =

= g2 P MAM=5) (0T < J My Ty + 1My — LT — LM — L >,

Ambas férmulas (3.27) y (3.28) pueden obtenerse utilizando el g-andlogo de la teorfa cuédntica
del momento angular ([32],[33],[34] y [35]). Para ello es necesario calcular el elemento matricial
1

< Ji My Jo Mo |T2 (2)]J1 Jo; J'M' >; utilizando, por una parte el Teorema de Wigner-Eckart para
el 4lgebra SU,(2) [32] * y, por otra, calculdndolo directamente (para mis detalles ver [3]).

De la ecuacion (3.24) también podemos ver que al polinomio W,gc)(s, a,b) con n = 0 le corres-
ponde el CGC con el maximo valor de la proyeccion del momento angular Jo, o sea, My = Js.
Por tanto, denominaremos la relacién (3.24) la relacion hacia atrds (backward) (ya que paran =0
obtenemos el CGC en My = Jy, paran = 1, el CCG en My = Jy — 1, y asi sucesivamente). Sin
embargo, existe otra posibilidad correspondiente al caso contrario, o sea, cuando el polinomio de
grado n = 0 es proporcional al CGC con el minimo valor de la proyeccién del momento angular
Jo, My = —J5. Esta relacién la denominaremos la relacion hacia delante (forward) (ya que para
n = 0 obtenemos el CGC en My, = —J,, paran =1 el CCG en My = —Jy+1, y asi sucesivamente).

Si comparamos la RR (3.14) con la ecuacién en diferencias de segundo orden que satisfacen
los g-polinomios duales de Hahn (2.5) obtenemos que los ¢g—CCG se pueden expresar mediante los
g-polinomios duales de Hahn por la férmula [3]:

s)Ax(s—1 ¢
p( ) d%( Z)Wrg )(S,G,b)q,

< J1M1J2M2|JM >q= \/
(3.29)

|J1—J2| <-M,n=Jy+ My,s=J,a=—-M,c=.J, —Jo,b=J +Jo + 1.

Como antes, p(z) y d, denotan las funciones peso y la norma de los g-polinomios W,EC) (z(s),a,b)q,
respectivamente.

Nétese que, si en la relacién anterior, realizamos el cambio de parametros: M; = —M;,
My = —My, M = —M y q=q ', el segundo miembro de (3.29) coincide con el segundo miembro
de (3.24). Esto nos conduce a la relacién de simetria de los CCG (3.12).

Para concluir este apartado vamos a escribir unas tablas donde las correspondientes propiedades

de los g-polinomios de Hahn th“’B )(s, N)g, definidos en la red ¢° [36] y los g-polinomios duales de

Hahn W,° (z(s),a,b),, definidos en la red z(s) = [s],[s + 1], [3] se comparan con las de los CCG
de la ¢-dlgebra SU,(2). Esto, ademds, nos permitird descubrir la interrelacién entre ambas familias
de g-polinomios.

Comparando (3.17) y (3.24) encontramos la siguiente interrelacién entre los g-polinomios de
Hahn h{®&7) (s, N)q enlared exponencial z(s) = ¢° y los g-polinomios duales de Hahn W) (z(s),a,b)y

1
“El operador T}2 (2) es un operador tensorial de rango % que opera en las variables Jo, M.
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Tabla 1: Los CCG y los g—andlogos de los polinomios de Hahn.

Wi ((s),a,b)g 6 B (s, N),

< J1M1J2M2|JM >q

y RRTT para los h%“’ﬂ)(s, N),

Ecuacién en diferencias de los W\ (z(s),a,b)q

RR (3.14) de los CCG

y RRTT para los W) (z(s),a,b)q

Ecuacién en diferencias de los h%’ (s, N )q

RR (3.13) de los CCG

Férmulas de diferenciacion
de los ho? (s, N),

RR (3.16)
para los CCG

Férmulas de diferenciacion

de los W (2(s), a,b),

RR (3.27) y (3.28)
de los CCG

Equivalencia de (3.24) y (3.29)
para los W) (z(s),a,b)q

Simetria (3.12) de los CCG

Simetria (3.22) de los hy’ (s, N),

Simetria (3.11) de los CCG

Ortogonalidad y Completitud

Ortogonalidad (3.10) y (3.9)

en la red z(s) = [s],[s + 1]4:

2

(_1)s+nq“T—%(1+2n—N)—%(7+4n+4s)—%(3—n+n2—3N+2N2+75—2N5—52)hglaaﬁ) (s, N)

_ TSN —s— 1ol + B! o5
]l [N —n —1],![s + Blg! |14

(3.30)

 (tm,

q:

B+a B+«
2 7 2

+ N)q—l

(tn:sn(sn—l-l), sn:m’Ta-l—n, s,n:0,1,2,...,N—1).

Si tomamos el limite ¢ — 1, la relaciéon anterior se transforma en la relacién clasica entre los poli-
nomios clésicos de Hahn h%“’ﬂ)(s, N) y los polinomios cldsicos duales de Hahn W) (x(s),a,b) [29]

(pég. 76, (3.5.14)).

Debemos destacar que la relacién anterior se puede deducir directamente de

la comparacién de las relaciones de ortogonalidad para ambas familias de polinomios en el mismo

sentido al expuesto en [29, pdg. 38].

Asimimo, comparando las ecuaciones en diferencias y las RRTT que ambas familias de poli-

nomios hg’ (s,N)g vy Wi (z(s), a,b), satisfacen se deduce las siguientes relaciones de dualidad:

Esquema 1: Dualidad de los polinomios de Hahn.

La ecuacién en diferencias de

los polinomios Wi (z(s),a,b)q

Relacion de Recurrencia de

los polinomios Wi (z(s),a,b)q

Relacion de Recurrencia de
los polinomios h{eB >(s, N),

La ecuacion en diferencias de
los polinomios pleh )(s, N),
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3.3 Representacion como serie hipergeométrica.

Vamos a utilizar la expresién (3.23) y la representacién como g-serie hipergeométrica de los g¢-
polinomios de Hahn obtenemos:

(—].)JliMl < J1M1J2M2|JM >q:

p8)a°hy B+ UL = Nighn g (= —sintatf+l  Le-v-a)) _
(331) | B e o

B+1,1-N

p(8)@kq B+ UDn(N+a+b+1dn o ( —ns+B+1Ln+at+B+1 . )
@ T B+LN+a+p+1 7 ’

0, en funcién de las series bésicas,

P(8) kg

(_I)JZ*MZ < J1M1J2M2|JM >,= 2

(3.32) x

(=1)nq= 3TN (B ), (F N5 ) g ", g, qnrets
3§ q,q
Ii,’}(q, q)n 2 q5+1, qlfN y 4y

p(8)q° kg (—1)”q%(“+N)(q6“;q)n(q“N;q)nB(p q ", q %, qnretAtL s
d% K/g(q,q)n 2 q5+1,q17N y )

donde s=Jy—My,N=J1+o—M+1l,a=M-—-J1+Jo0,=M+J —Jo,n=J—M,y p(x),
d,, denotan las funciones peso y la norma de los polinomios hq(la”g )(s, N)g.

Utilizando (3.24) y la representacién como g¢-serie hipergeométrica de los polinomios duales de
Hahn obtenemos otra representacién equivalente:

s)[2s+1
(_1)J1+J2*J < J1M1J2M2|JM >q_1: %(a —b+ 1|q)nx
(3.33)
(a+c+1lg)n p, (e setstl o fien)
q—n(b—c—l-&-%(n—l))[n] | 302 a—b+ l,a-I-c-I-l T ’
q'

0, en funcién de las series bésicas,

p(s)[2s + 1], o8 (Ba—bretiin)

(—1)J1+J2—J < J1M1J2M2|JM >q71: =
n

(3.34)

X

qaberl;q qa+c;q —n’ a—s a+s+1
( )n( )”3902 qq 7°~*.q 0a),

)
. a—b+1 a+c+1
k(¢ Dn 4

donde |J; — Jo| < M,n = Jy — My, s = J,a=M,c=J; — Jy,b=J, + Jo + 1y p(x), d, denotan
las funciones peso y la norma de los polinomios W,SC) (z(s),a,b)q.

4 El &lgebra cuantica SU,(1,1) y los g¢-coeficientes de Clebsch-
Gordan.

En este apartado consideraremos el algebra SU,(1,1) (para més detalle ver [21] y [40]).

®Obviamente la expresion (3.17) nos conduce a una representacién equivalente.
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Es conocido ([40] y [21]) que el dlgebra cuantica SU,(1, 1) se genera por los operadores Ky, K
y K_ con las siguientes propiedades [21]:

(Ko, Ki] =+K+, [Ky K |=—[2K],,

Kj =Ko KL= K.

Ademas, el algebra SU,(1,1) es un dlgebra no compacta y, por tanto, sus Representaciones Irre-
ducibles (RI) unitarias no son de dimensién finita. Las RI se pueden clasificar en dos series: las
series continuas y las discretas. En este apartado vamos a considerar solamente las series discretas
y, en particular, las series discretas positivas DI*. Los vectores base lim >4, m=j+1,7+2,---,
de las RI D7* se obtienen a partir del vector minimo |jj + 1 >, definido por:

K |jj+1>=0, Koljj+1>=G+Djj+1>, <jji+1ljj+1>=1,

mediante la féormula:

, 27 + 1],! el
>= K" 1> .
| jm \/[j+m]q![m_j_1]q! TG+

La forma explicita de la RI es:

< gm/|Kolim >¢= mbpm, < jm'|Kiljm >,= \/[m Filgm £7 £ 10mmt1-
El operador de Casimir (que es un invariante de dicha dlgebra) se define mediante las expresiones:
(4.1) Co=—KyJ_+[Koly[Ko— 14, Colgm >=[jlq[j + 1glgm > .

El producto tensorial D't @ D72t de dos RI D't y D72t se puede descomponer en la suma
directa de sus componentes RI D77

o
DIt ® Dt — Z @Dj+,
J=ji+j2+1
donde los generadores (coproductos) de la nueva representacién D71+ ® D72F son:
(4.2) Ko(1,2) = Ko(1) + Ko(2),  Kx(1,2) = Je(1)g70®) + K (2)g72 0.

La definicién de los coeficientes de Clebsch-Gordan (CCQG) es similar a la de los CCG clésicos [10]
(g=1):

(4.3) Jja,gm >q= Y < fimagamalim >q [jima >q [jama >,
mi,ms
(4.4) C2(12)|5172, 3m >¢= [flq[j + gls1d2, 5m >q,

donde < jymijoma|jm >, denota los coeficientes de Clebsch-Gordan (CGC) para la g-algebra
SU4(1,1) y |j1j2, Jm >q, |jimi >4 ¥ |jame >4 son los vectores de la base de las representaciones
DJ, Dty D72, respectivamente. Si calculamos el elemento matricial < j11my joma|C(1, 2)|41 72, jm >
directamente, y luego, utilizando (4.4), obtenemos para los CCG del dlgebra SU,(1,1) la siguiente
relacién de recurrencia a tres términos (RRTT) en my,my [37]:

VIma — ja — 1[G + ma]g[mi — jaleli +ma + 1],
< j1m1 + 1j2m2 — ].|jm >q +

av/[ma — jalqlz +mo + 1g[j1 +malyfmi — ji — 1],
(4.5) < jima — Ljoms + 1|jm >4 +

( g " J2 + mo + 1]g[m2 — jolq + ¢™2 51 + my + 1y [m1 — ji]g+

1
i+ 42 = o+ 41 )2 < i ams|jm 4= 0.
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Comparando, por ejemplo, la RR (4.5) con la RRTT que satisfacen los g-polinomios duales
de Hahn (2.5) concluimos [3] que los g—CCG para el dlgebra SU,(1,1) y los g-polinomios duales
de Hahn estan relacionados mediante una expresiéon completamente andloga a la relaciéon clasica

(g=1):

. ) ) ) s)Az(s—1
(=)™~ < Gimy joma|jm >4= Vols) ¥ (%) n
(4.6) n

n:ml—jl—1,3:j,a:j1+j2+1,c:j1—jg,b:m.

El factor (—1)™~7~! se obtiene al comparar los valores de W,gc)(s, a, b) en los extremos del intervalo
de ortogonalidad (s = a) con los correspondientes valores de los CCG. Nétese que si realizamos el
cambio de variables:

m+ji1—j2—1
]1 — 912 J2 , ?\II _ .
P R | ”— PRI | . .
Jy = m 313-92 , My = m2 ml-;Jl-i-Jz-i- ’ M = j1 + o 1’

mi—ma+ji+jo+1 —
(47) ? J .77

la RRTT (4.5) se transforma en la RRTT (3.13). Ademds, si comparamos los valores de los CCG
para ambas g-dlgebras expresados mediante las férmulas (3.24) y (4.6), observamos que los segundos
miembros de las mismas son idénticos. Luego, para los CCG de las g-dlgebras SU,(2) y SU,(1,1)
tiene lugar la siguiente identidad:

(4.8) < SiMyJoMa|TM > g, (9y=< jimajamal|im >, 1,1) -

Dicha relacién fué obtenida en [37] mediante la simple comparacién de las RRTT (4.5) y (3.13). La
identidad anterior junto a (4.7) nos permiten obtener una gran cantidad de propiedades y relaciones
de recurrencia de los CCG para el adlgebra SU,(1,1) a partir de las propiedades y relaciones de
recurrencia de los CCG del algebra SU,(2). Nosotros nos limitaremos a escribir alguna de ellas.

4.1 Una férmula explicita para los CCG del dlgebra SU,(1,1).

Utilizando la férmula explicita para los ¢g-polinomios duales de Hahn y la relacién (4.6) obtene-
mos:

(=)™~ < jimyjamalim >, q_5(](]+1)+71(31+1)—32(Jz+1)) _

_ A 0Gin - diom gy (I mletm =7 = glfma + joly!
[1 +ma]y!

[ — v = J2 = Lg!li2 — g + Jjlg!lma — ji — 1]g![me — jo — 1]4![25 + 1], «
[+ 1+ J2 + gl — j2 + jlg!

Xi (D*25+ 1 +1—m+ k[ —1+jo+j+Ek+ 1],
— [k]

- - - X
P 2T + 1+ kg m1 — 51 — 1 — k]G — my1 — J2 + K]g!

L+ g1 = o + K1 N[2 + g1 =+ 2k 4 2]gq2 T 0
[m —j — 1= klg![j — ma + g2 + k]!l + ji +ma2 + & +1]!

De (4.6) podemos obtener la representacién de los CCG del dlgebra SU,(1,1) como g¢-funciones
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hipergeométricas:

p(s)[2s + 1], %

(=1)™=I=1 < jymyjoma|jm >,-1= p
n

(@ —b+1|g)n(a+c+1|q9)n P —n,a—s,a+s+1 -qq(b_c_") _
qn(s+%(n71))7%(c+afb+l)[ a—b+1l,a+c+1"7

Vp(s)[25 + 1, g2 (G trettimygabil ), (g™t ), ” ( g ", q 5, gt g q)
2 s Uy )

dn H:}z(q; q)n qaberl, qa+c+1

(4.10)
n)q!

donden=m;—j1—1,s=j,a=j1+jo+1,b=m, c=7j —jo y p(x), d, denotan las funciones
peso y la norma de los ¢g-polinomios duales de Hahn quc) (z(s),a,b)q.

Para finalizar este apartado debemos destacar que los resultados aqui obtenidos se pueden gen-
eralizar cuando se consideran las series negativas de RI D7~. Ademds, todas las férmulas de
recurrencia, las diferentes féormulas explicitas, representaciones hipergeométricas, etc, conocidas
para los CCG del dlgebra cudntica SU,(2) se pueden escribir, gracias a la identidad (4.8), para el
g-dlgebra SU,(1,1), obteniendo asi una gran cantidad de nuevas relaciones para la misma. Por
ejemplo, echando mano de la expresion (3.30) y la relacién (4.6) se obtiene una expresion de los
CGG del élgebra SU,(1,1) en términos de los polinomios de Hahn:

p(s)Aa(s — 1)

d% hgﬁ(‘S? N)q7

(4.11) < jimajame|jm >¢= (=1)V 77!
donde s =m; —j1 =1L, N=m—-ji—jo—lLa=2jp+1,8=21+l,n=7—j—j2—1y
p(z), d,, denotan las funciones peso y la norma de los g-polinomios hﬁf"ﬂ )(3, N),. Para asegurarse
de la veracidad de esta férmula basta comprobar que la ecuacién en diferencias (2.16) para los
polinomios de Hahn se transforma nuevamente en la relacién (4.5) para los CCG.
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