
q-Polinomios y q-�algebras.R. �Alvarez-NodarseResumenDentro de la gran familia de las funiones espeiales, y en partiular de los polinomios or-togonales, se enuentran los q�polinomios. Estos objetos matem�atios tienen un gran inter�espor sus diversas apliaiones en diversas �areas de la f��sia-matem�atia. En partiular, en estetrabajo mostraremos la interonexi�on de varias familias de q�polinomios on la teor��a de rep-resentai�on de q��algebras y �omo, graias a esta interrelai�on, distintas propiedades de unateor��a se pueden trasladar a la otra y obtener nuevos resultados. Conretamente revisaremos laonexi�on de los q�polinomios de Hahn on los oe�ientes de Clebsh-Gordon de las q��algebrasSUq(2) y SUq(1; 1), respetivamente.Sevilla, 21 de diiembre de 19991 Introdui�on.En este trabajo vamos a estudiar la onexi�on entre algunas de las familias de q-polinomios y lasq-�algebras SUq(2) y SUq(1; 1).Las �algebras u�antias y grupos u�antios han sido introduidas en los �ultimos a~nos al estu-diar el problema inverso de dispersi�on u�antia [19℄ y las euaiones de Yang-Baxter [25℄. Dihosobjetos son, desde el punto de vista matem�atio, �algebras de Hopf [17℄, y tienen una gran im-portania en diversos problemas de la f��sia matem�atia: sistemas integrables, teor��a u�antia deampos onformes, f��sia estad��stia, entre otros (ver [39℄ y las referenias ontenidas en el mismo).Sus apliaiones en f��sia se han inrementado en la �ultima d�eada debido a la introdui�on delos q-osiladores u�antios [9℄, [26℄ (ver adem�as [4℄-[6℄,[7℄-[8℄). Tambi�en han sido utilizadas paradesribir el espetro rotaional y vibraional de los n�uleos at�omios [31℄, [11℄-[12℄, de las mol�eulasdiat�omias [2℄,[13℄,[14℄, et.En este trabajo vamos a estudiar la onexi�on entre los q-polinomios de Hahn y los oe�ientesde Clebsh-Gordan (3j s��mbolos) de las q-�algebras SUq(2) y SUq(1; 1). Un estudio m�as detalladode las �algebras SUq(2) y SUq(1; 1) se puede enontrar en [21℄, [22℄, [23℄, [24℄, [32℄-[35℄, [37℄, [40℄,entre otros. Para la onexi�on entre las diferentes familias de q-polinomios y las �algebras u�antias,v�ease [3℄, [22℄, [23℄, [27℄-[28℄, [36℄, [40℄, entre otros.Finalmente, las arateristias y propiedades m�as importantes de las familias de q�polinomiosmenionadas en este trabajo se pueden enontrar en [1℄.2 PreliminaresPor ompletitud vamos a dar una breve introdu�on a las q��algebras y la teor��a b�asia de losq�polinomios.2.1 Breve introdui�on a las q��algebras.Un onjunto de elementos G es un grupo si a todo par ordenado (g1; g2) de G le orresponde unelemento g = g1 � g2 y se umple que:1. (g1 � g2) � g3 = g1 � (g2 � g3) para todos g1, g2, g3 de G, i.e., * es una operai�on asoiativa,2. existe un elemento e tal que e � g = g � e = g para todo g de G,



2 q-Polinomios y q-�algebras.3. para todo g de G existe un elemento g0 de G que denotaremos por g�1 y llamaremos inversode g tal que g � g0 = g0 � g = e.Si la operai�on *, denominanda omunmente omo multipliai�on es tal que para todos g1 y g2de G g1 � g2 = g2 � g1, diremos que el grupo es onmutativo.Por ejemplo, el onjunto de los n�umeros reales R es un grupo onmutativo respeto a la adii�ony a la multipliai�on est�andares.Un grupo A onmutativo que tiene la \adii�on" (suma) omo operai�on * se denomina anillo sien A est�a de�nida la \multipliai�on" y satisfae la propiedad distributiva:g1 � (g2 + g3) = g1 � g2 + g1 � g3; (g1 + g2) � g3 = g1 � g3 + g3 � g3:Un anillo se die asoiativo (onmutativo) si tiene un elemento unidad respeto a la multipliai�ony diha operai�on tiene la propiedad asoiativa (onmutativa). Un anillo onmutativo se denominaampo. Como ejemplos de ampos tenemos el onjunto de los n�umeros reales R y omplejos C .Dado un anillo A y un ampo K , se die que A es un �algebra sobre K si de�nida la operai�onexterna � se umple que para todos a, b de A �, 1 de K ,los elementos � � a, � � b perteneen a A y� � (a+ b) = � � a+ � � b; 1 � a = a; � � (a � b) = (� � a) � b = a � (� � b):Un �algebra ompleja asoiativa es un �algebra sobre C donde la operai�on multipliai�on es asoia-tiva.2.1.1 El �algebra Uq(sl2).En nuestro trabajo nos interesar�a el �algebra Uq(sl2). Diha �algebra est�a onstituida por las series�nitas o in�nitas de los produtos de los operadores J+, J� y J0 tales que[J0; J�℄ = �J�; [J+; J�℄ = [2J0℄q;donde [A;B℄ denota el onmutador AB �BA, y [2J0℄q denota la serie formal orrespondiente:[2J0℄q = (q 12 � q� 12 )�1�J0 + 3J303! + 5J505! + � � ��; e = q:Usualmente se suele \ambiar" el �algebra anterior por el �algebra onstituida por los elementos J+,J�, k = qJ0=2, k�1 = q�J=2 tal quekk�1 = k�1k = 1; kJ� = q�1J�k; [J+; J�℄ = k2 � k�2q 12 � q� 12 :Con este ambio el �algebra estar�a onstituida solamente por series �nitas de los produtos de loselementos J�, k y k�1. Obviamente una base de esta �algebra la onstituyen ualquiera de lossistemas fJ l+kmJn+g; fJ l�kmJn�g; m 2 Z; n; l 2 N [ f0g:El �algebra anterior, que denominaremos q��algebra Uq(sl2), se puede equipar on la estrutura de�algebra de Hopf. Para ello es su�iente introduir la o-multipliai�on, la o-unidad y la antipode[23℄, [40℄. Un heho importante a destaar es que si bien la q��algebra Uq(sl2) es invariante al am-bio q ! q�1, la orrespondiente �algebra de Hopf, onoida omo �algebra u�antia Uq(sl2), no lo es.En nuestro trabajo nos vamos a restringir a la q��algebra aunque los resultados aqui presentadosson v�alidos tambi�en para el �algebra u�antia.



R. �Alvarez-Nodarse 3Normalmente para distingir las distintas formas reales de un �algebra se introdue la operai�ony. As��, si q 2 R, la seuenia Jy0 = J0; Jy+ = J�; Jy� = J+;de�ne una y-estrutura que distinge las formas ompatas [40℄ y que denotaremos por Uq(su2) osimplemente SUq(2). Por el ontrario, siJy0 = J0; Jy+ = �J�; Jy� = �J+;entones la y-operai�on de�ne una y-estrutura que distinge las formas reales no ompatas [40℄ yque denotaremos por Uq(su1;1) o simplemente SUq(1; 1).Las representaiones de un �algebra A no son m�as que los homomor�smos D (apliaioneslineales) de A sobre un espaio lineal omplejo E . Si E es de dimensi�on �nita diremos que larepresentai�on es �nita, en aso ontrario diremos que la representai�on es in�nita. Para determinarlas representaiones D de un �algebra es su�iente onoer omo atu�an sobre los \generadores" dediha �algebra. Por ejemplo, en el aso del �algebra Uq(sl2) es su�iente onoer omo at�uan losoperadores D(J�) y D(J0) imponiendo que se umplan las ondiiones[D(J0);D(J�)℄ = �D(J�); [D(J+);D(J�)℄ = [2D(J0)℄q:(2.1)En el aso de la forma real Uq(su2) dihas representaiones �nitas se esogen tales que D(J0)y =D(J0) y tal que D(J�J++[J0+ 12 ℄2q) sea proporional a la unidad. El operador C2 = J�J++[J0+ 12 ℄2qonmuta on los generadores J� y J0 de Uq(su2) y se onoe omo el operador de Casimir del �algebraUq(su2).Por simpliidad vamos a denotar los operadores D(a) de la representai�on �nita de Uq(su2) pora, on a 2 Uq(su2). 1. Sea fjJM >gM=JM=�J una base del espaio lineal E sobre el ual est�a de�nidanuestra representai�on �nita D (se puede demostrar [40℄ que la dimensi�on de esta representai�onque es de dimensi�on 2J + 1, on J = n=2, n 2 N). Si ahora de�nimosD(J�)jJM >� J�jJM >=p[J �M ℄q[J �M + 1℄qjJM � 1 >;D(J0)jJM >= J0jJM >=M jJM >;(2.2)es f�ail omprobar que las euaiones (2.1) tienen lugar. Adem�as, la ondii�on D(J0)y = D(J0)india que el operador J0 es autoadjunto en ualquier representai�on �nita de Uq(sl2). M�as a�un,puesto que para Uq(su2) D(J�)y = D(J�), las representaiones �nitas de Uq(sl2) restringidas aespaios lineales de dimensi�on �nita son las representaiones de Uq(su2).Para terminar on esta peque~na introdui�on a las q��algebras mostraremos una onstrui�onexpl��ita de una representai�on para el �algebra Uq(su2).Vamos a suponer que EJ es el el espaio lineal de los polinomios homog�eneos de grado 2J P2Js;ten las variables s y t. Sea Æx el operador de�nido por:Æxf(x) = f(q 12x)� f(q� 12x):Sean los operadores D(J+) = s ÆtÆtt ; D(J�) = t ÆsÆss; 2D(J0) = s ��s � t ��t ;(2.3)1La raz�on de ello es que tanto los elementos del �algebra omo los de su representai�on satisfaen las mismasrelaiones de onmutai�on.



4 q-Polinomios y q-�algebras.entones omo ÆtÆtt tn = [n℄tn�1 y ��t tn = ntn�1, es f�ail omprobar que las funionesjJM >= sJ+M tJ�Mp[J +M ℄q![J �M ℄q! ; M = 0;� 12 ; : : : ;�J;son una base ortonormal de P2Js;t de�niendo omo produto esalar en P2Js;t la forma bilineal(f; g) = f( ÆsÆss; ÆtÆtt)�g(s; t)������s=t=0:Adem�as, la ai�on de J� y J0 en P2Js;t de�nidos por (2.3) oiniden on (2.2).Un estudio semejante se puede realizar para la partiularizai�on Uq(su1;1) de Uq(sl2) [40℄.2.2 Introdui�on a los q�polinomios.Los q�polinomios son las soluiones polinomias de la euai�on~�(x(s)) 44x(s� 12)5y(s)5x(s) + 12 ~�(x(s)) �4y(s)4x(s) + 5y(s)5x(s)�+ �y(s) = 0;(2.4)o, equivalentemente, �(s) 44x(s� 12 )5y(s)5x(s) + �(s)4y(s)4x(s) + �y(s) = 0;�(s) = ~�(x(s))� 12 ~�(x(s))4 x(s� 12); �(s) = ~�(x(s));(2.5)donde ~�(x(s)) es un polinomio de grado, a lo sumo, 2 en x(s); ~�(x(s)), de grado 1, � es unaonstante y x(s) = 1(q)qs + 2(q)q�s + 3(q); q 2 C(2.6)siendo 1; 2; 3 onstantes que pueden depender de q, pero son independientes de s.Los q-polinomios satisfaen las siguientes propiedades:1. Las soluiones polin�omias de (2.5) se expresan mediante el q-an�alogo de la f�ormula de Rodriguespara los polinomios de variable disreta en redes no uniformes:Pn(s)q = Bn�(s) 5(n) [�n(s)℄; 5(n) � 55x1(s) 55x2(s) � � � 55xn(s) ;(2.7)donde �k(s) = �(s+ k) kYm=1 �(s+m);(2.8)y �(s) es la solui�on de la euai�on en diferenias de tipo Pearson en una red no uniforme:44x(s� 12 ) [�(s)�(s)℄ = �(s)�(s):(2.9)2. Las soluiones polin�omias (2.7) son ortogonales respeto a la funi�on peso �(s), onretamentese tiene que, si existen dos valores a y b tales que xk(s � 12)�(s)�(s)js=a;b = 0, para todo k � 0,entones las soluiones polin�omias Pn(s)q de la euai�on (2.5) son ortogonales dos a dos respetoa la funi�on peso �(s) de�nida por la euai�on (2.9), o sea, se umple que:b�1Xsi=aPn(si)qPm(si)q�(si)4 x(si � 12) = Ænmd2n; si+1 + si + 1;(2.10)



R. �Alvarez-Nodarse 5donde, omo antes, Ænm es el s��mbolo de Kroneker y dn denota la norma de los polinomios Pn.An�alogamente, si Z�4[�(z)�(z)xk(z � 12 )℄ dz = 0; 8k = 0; 1; 2; ::: ; :(2.11)para ierto ontorno del plano omplejo, entones tendremos en vez de (2.10), la propiedadZ� Pn(z)qPm(z)q�(z)4 x(z � 12) dz = 0; n 6= m:(2.12)Generalmente los valores de a y b se suelen esoger de tal forma que �(s)4 x(s � 12 ) sea positivaen el intervalo [a; b � 1℄. Para ello se pueden elegir a y b omo las soluiones de �(a) = 0 y�(b� 1) + �(b� 1)4 x(b� 1� 12 ) = 0 [16, 29, 30℄. Obviamente de las relaiones (2.10) y (2.12) sededue que los polinomios (2.7) satisfaen una relai�on de reurrenia a tres t�erminos de la formax(s)Pn(x(s)) = �nPn+1(x(s)) + �nPn(x(s)) + nPn�1(x(s));P�1(x(s)) = 0; P0(x(s)) = 1:(2.13)3. Como onseuenias de la f�ormula de Rodrigues se tiene que1. �(x) es un polinomio de grado exatamente uno.2. 4Pn(s� 12 )q4x(s� 12) es ortogonal respeto a ~�(s) = �1(s� 12).3. Son v�alidas las f�ormulas diferenias-reurrente�(s)5Pn(s)q5x(s) = (Anx+Bn)Pn(s)q + CnPn+1(x)q[�(s) + �(s)4 x(s� 12 )℄ 4Pn(s)q4x(s) = ( ~Anx+ ~Bn)Pn(x)q + ~CnPn+1(x)q:(2.14)Es importante notar que la euai�on (2.5) se puede reesribir de la forma[�(s) + �(s)4 x(s� 12)℄4Pn(s)q4x(s) � �(s)5Pn(s)q5x(s) + �n 4 x(s� 12)Pn(s)q = 0 ;(2.15)o, equivalentemente, Asy(s+ 1) +Bsy(s) + Csy(s� 1) + �y(s) = 0(2.16)on As = �(s) + �(s)�x(s� 12 )�x(s)�x(s� 12 ) ;Cs = �(s)rx(s)�x(s� 12 ) ;Bs = �(As +Cs):y la euai�on de tipo Pearson (2.9) en la forma�(s+ 1)�(s) = �(s) + �(s)4 x(s� 12)�(s+ 1) = �(�s� �)�(s+ 1) ;(2.17)donde, q� = 1(q)2(q) . Adem�as, la funi�on x(s) se puede reesribir de la siguiente forma:x(s) = 1(q)[qs + q�s��℄ + 3(q); 4x(s� 12) = 1(q)q��2 �2q [2s+ �℄q;(2.18)



6 q-Polinomios y q-�algebras.siendo �q = (q 12 � q� 12 ). En la expresi�on anterior hemos utilizado el s��mbolo [n℄q para denotar alos q-n�umeros [n℄q = q n2 � q�n2q 12 � q� 12 ; n 2 C :(2.19)Utilizando la propiedad de simetr��a:x(s) = x(�s� �); 4x(s� 12) = � 4x(t� 12)jt=�s�� ;(2.20)obtenemos de (2.15) que:~�(x(s)) = 12 [�(�s� �) + �(s)℄; ~�(x(s)) = �(�s� �)� �(s)4x(s� 12) :(2.21)Igualando las potenias de mayor orden en qs en (2.15) se dedue que�n = � Aq�21(q)�4q [n℄q "2�+ n� 1 + 4Xi=1 si#q ;(2.22)siendo si los eros de la funi�on �(s).Las soluiones polin�omias Pn(s)q de (2.5) se pueden expresar mediante las q-series hiperge-om�etrias p'q, de�nidas por:r'p � a1; :::; arb1; :::; bp ; q ; z� = 1Xk=0 (a1; q)k � � � (ar; q)k(b1; q)k � � � (bp; q)k zk(q; q)k h(�1)kq k2 (k�1)ip�r+1 ;(2.23)donde (a; q)k = k�1Ym=0(1� aqm);(2.24)o, omo mediante la q-funi�on hipergeom�etria de�nida pFq de�nida porrFp� a1; a2; :::; arb1; b2; :::; bp ; q ; z� = 1Xk=0 (a1jq)k � � � (arjq)k(b1jq)k � � � (bpjq)k zk(1jq)k h�kqq 14 k(k�1)ip�r+1;(2.25)siendo (ajq)k los q-an�alogos del s��mbolo de Pohhammer(ajq)k = k�1Ym=0[a+m℄q = k�1Ym=0 q a+m2 � q�a+m2q 12 � q� 12 ! :(2.26)N�otese que ambas expresiones para r = p + 1, en el l��mite q ! 1 se transforman en la funi�onhipergeom�etria l�asia.Antes de pasar a desribir las propiedades de los polinomios de Hahn vamos a introduir sendosq-an�alogos de la funi�on � de Euler. La funi�on ~�q(x) [29℄ y la �q(x) [20℄ de�nidas mediante lasrelaiones funionales~�q(x+ 1) = [x℄q~�q(x); �q(x+ 1) = q 12 (n�1)[n℄q�q(x); x 2 Cpara las uales se umple que(1jq)k = ~�q(k + 1) = [k℄q!; (q; q)n = �q(k + 1)(1 � q)n k 2 N;



R. �Alvarez-Nodarse 7adem�as,
�q(s) = 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: (1� q)1�s 1Yk=0(1� qk+1)1Yk=0(1� qs+k) ; 0 < q < 1q (s�1)(s�2)2 �q�1(s); q > 1 ; ~�q(s) = q� (s�1)(s�2)4 �q(s):(2.27)

2.3 Los q�polinomios de Hahn.En este apartado vamos a inluir las prinipales arater��stias de los q�polinomios de Hahn. Dihospolinomios fueron introduidos en [29℄, [36℄, [3℄ (ver adem�as [1℄). subsetion Los q-polinomios deHahn h��n (s;N ; q).2.3.1 F�ormula expl��ita.h��n (s;N ; q) = (�1)nq 12n(2�+�+N+ 12 (n�1)) [N � s� 1℄q![s℄q!~�q[�+N � s℄~�q[� + s+ 1℄�� nXm=0(�1)mq� 12m(�+�+n+1) ~�q[�+N � s+m℄~�q[� + s+ n�m+ 1℄[m℄q![n�m℄q![s�m℄q![N � s� n� 1 +m℄q! :2.3.2 Valores en los extremos.h��n (0; N ; q) = (�1)n [N � 1℄q!~�q[� + n+ 1℄[n℄q!~�q[� + 1℄[N � n� 1℄q!q 12n(2�+�+N+ 12 (n+1));h��n (N � 1; N ; q) = [N � 1℄q!~�q[�+ n+ 1℄[n℄q![N � n� 1℄q!~�q[�+ 1℄q 12n(�+N� 12 (n+1)):2.3.3 F�ormulas de difereniai�on.[n+ 1℄qh��1�+1n+1 (s;N + 1; q) = �q 12 (2�+�+N�1�n)[N � s℄q[� + s℄qh��n (s;N ; q)+q 12 (�+N�1�n)[�+N � s℄q[s℄qh��n (s� 1; N ; q);h��1;��1n+1 (s+ 1; N ; q) � h��1��1n+1 (s) = q 12 (2s+�+��n)[�+ � + n℄qh�;�n (s;N ; q):2.3.4 Simetr��a. (�1)nqn(�+�+N)h��n (N � s� 1; N; q�1) = h��n (s;N; q):2.3.5 Representai�on hipergeom�etria.h�;�n (s;N ; q) = (� + 1jq)n(1�N jq)nq�n2 (2�+�+N+n+12 )[n℄q! 3F2� �n;�s; n+ �+ � + 1� + 1; 1�N ; q; q 12 (s�N��)� == (� + 1jq)n(N + �+ � + 1jq)nq n2 (N+�+n(n+1)2 )[n℄q! 3F2� �n; s+ � + 1; n+ �+ � + 1� + 1; N + �+ � + 1 ; q; q 12 (s+1�N)� ;



8 q-Polinomios y q-�algebras.Tabla 1: Prinipales arater��stias de los q-polinomios de Hahn h��n (s;N ; q) [1℄, [36℄Pn(s) h��n (s;N ; q) ; x(s) = qs(a; b) [0; N � 1℄�(s) q �4 (�+2N+2s�3)+ �4 (�+2s�1) ~�q(�+N � s)~�q(� + s+ 1)[N � s� 1℄q ![s℄q !�; � � �1 ; n � N � 1�(s) q 12 (�+N+2s)�2q [s℄q[�+N � s℄q� (s) �qq 12 (�+�+2)�q 12 (�+N)[� + 1℄q [N � 1℄q � q s2 [s℄q[�+ � + 2℄q��n q 12 (�+�+2)[n℄q [n + �+ � + 1℄qBn (�1)nqn�nq [n℄q !d2n q 12N(N�1)+ 12 (N�1)(2�+�+N)q���N� 14�(�+1)�12n(�+��2) �q ~�q(�+ n + 1)~�q(� + n + 1)~�q(�+ � +N + n + 1)[n℄q ![N � n � 1℄q !~�q(�+ � + n + 1)~�q(�+ � + 2n + 2)�n(s) q �4 (�+2N+2s�3)+�4 (�+2s�1)q�n2 (�+�+N+n+1+2s) �2nq ~�q(�+N � s)~�q(� + s+ n + 1)[N � s� n� 1℄q ![s℄q !an q 12 (�+�+1)n ~�q(�+ � + 2n + 1)[n℄q !~�q(�+ � + n+ 1)�nq�n �qq� 12 (�+�+1)[n + 1℄q [�+ � + n + 1℄q[�+ � + 2n+ 2℄q [�+ � + 2n + 1℄qq� 12 (�+�+2)[�+ � + 2n℄q [�+ � + 2n+ 2℄q�q�+12N+12��n �[N � n℄q [n℄q [�+ � + 2n+ 2℄� [N � n � 1℄q [n+ 1℄q [�+ � + 2n℄q�+ q 12 (�+�+N+1)��[�+ � +N + n+ 1℄q [n + 1℄q [�+ � + 2n℄q � [�+ � +N + n℄q [n℄q [�+ � + 2n + 2℄q��n �qq�+N� 12 [�+ n℄q [� + n℄q [�+ � +N + n℄q [N � n℄q[�+ � + 2n℄q [�+ � + 2n+ 1℄qo, en t�erminos de las series hipergeom�etrias b�asias,h�;�n (s;N ; q) = (�1)nqn(�+N)(q�+1; q)n(q1�N ; q)n�nq (q; q)n 3'2� q�n; q�s; qn+�+�+1q�+1; q1�N ; q; qs�N��+1� == q�n2 (2�+n+1)(q�+1; q)n(qN+�+�+1; q)n�nq (q; q)n 3'2� q�n; qs+�+1; qn+�+�+1q�+1; qN+�+�+1 ; q; q� :Existe otra familia de polinomios de Hahn, los ~h��n (s;N ; q), que se obtienen omo la prolon-gai�on anal��tia de los h��n (s;N ; q) respeto a los par�ametros �; � en el dominio � > �1; � > �1en el � < 1�N; � < 1�N , mediante la expresi�on [29℄:~h�N�� �N��n (s;N ; q) = h��n (s;N ; q):Los par�ametros de dihos polinomios se obtienen a partir de los h��n (s;N; q) si haemos el ambio� = ���N , � = ���N y utilizamos las propiedades de las funiones ~�q(s) y los s��mbolos (ajq)n.



R. �Alvarez-Nodarse 9Tabla 2: Prinipales arater��stias de los q-polinomios duales de Hahn W n(x(s); a; b)q [3℄Pn(s) W n(x(s); a; b)q ; x(s) = [s℄q [s+ 1℄q(a; b) [a; b� 1℄�(s) q� 12 s(s+1)~�q[s+ a+ 1℄~�q [s+ + 1℄~�q[s� a+ 1℄~�q [s� + 1℄~�q [s+ b+ 1℄~�q [b� s℄� 12 � a �< b� 1; jj < a+ 1�(s) q 12 (s++a�b+2)[s� a℄q[s+ b℄q [s� ℄q� (s) �x(s) + q 12 (a�b++1)[a+ 1℄q [b� � 1℄q + q 12 (�b+1)[b℄q [℄q�n q� 12 (n�1)[n℄qBn (�1)n[n℄q !d2n q 12 (a�ab�b+a+�b+1+2n(a+�b)�n2+5n) ~�q [a+ + n+ 1℄q ![n℄q !~�q [b� � n℄q !~�q [b� a� n℄q !�n(s) q� 12 s(s+1+n)�n24 +n2 (a+�b+ 32 )~�q [s+ a+ n+ 1℄~�q [s+ + n + 1℄~�q[s� a+ 1℄~�q [s� + 1℄~�q [s+ b+ 1℄~�q [b� s� n℄an q� 34n(n�1)[n℄q !�n q 32n[n+ 1℄qq 12 (2n�b++1)[b� a� n+ 1℄q [a+ + n+ 1℄q+�n +q 12 (2n+2a+�b+1)[n℄q [b� � n℄q + [a℄q [a+ 1℄qn q 12 (n+3+2(+a�b))[n+ a+ ℄q [b� a� n℄q [b� � n℄q2.4 Los q-polinomios duales de Hahn W n(x(s); a; b)q.2.4.1 F�ormula expl��ita.W ()n (x(s); a; b)q = ~�q[s� a+ 1℄~�q[s+ b+ 1℄~�q[s� + 1℄~�q[b� s℄q 12 (n22 �sn�n(a+�b+ 52 ))~�q[s+ a+ 1℄~�q[s+ + 1℄�� nXm=0 (�1)m[2s� n+ 2m+ 1℄qq 12 (�m2�2sm+nm�m)[2s+m� n℄q![m℄q![n�m℄q![2s+m+ 1℄q!~�q[s� a� n+m+ 1℄ �� ~�q[s+ a+m+ 1℄~�q[s+ +m+ 1℄~�q[s+ b� n+m+ 1℄~�q[s� � n+m+ 1℄~�q[b� s�m℄ :2.4.2 Valores en los extremos.W ()n (x(a); a; b)q = (�1)nq�n24 + 12n(�b+ 32 )~�q[b� a℄~�q[a+ + n+ 1℄[n℄q!~�q[a+ + 1℄~�q[b� a� n℄ ;W ()n (x(b� 1); a; b)q = q�n24 + 12n(+a+ 32 )~�q[b� a℄~�q[b� ℄[n℄q!~�q[b� � n℄~�q[b� a� n℄ :



10 q-Polinomios y q-�algebras.2.4.3 F�ormulas de difereniai�on.W ()n (x(s+ 12); a; b)q �W ()n (x(s� 12); a; b)q = q� 32n+ 32 [2s+ 1℄qW (+ 12 )n�1 (x(s); a+ 12 ; b� 12)q :q 12 (2n�a�+b+s)[n+ 1℄q[2s℄qW (� 12 )n+1 (x(s� 12 ); a� 12 ; b+ 12)q == qs[s� a℄q[s� ℄q[s+ b℄qW ()n (x(s� 1); a; b)q � [s+ a℄q[s+ ℄q[b� s℄qW ()n (x(s); a; b)q:2.4.4 Representai�on hipergeom�etria.W ()n (x(s); a; b)q = (a� b+ 1jq)n(a+ + 1jq)nq n2 (b��1+ 12 (n�1))[n℄q! 3F2� �n; a� s; a+ s+ 1a� b+ 1; a+ + 1 ; q; q 12 (b��n)� ;W ()n (x(s); a; b)q = (�1)n(qa�b+1; q)n(qa++1; q)nq n2 (3a�b++1+n)�nq (q; q)n 3'2� q�n; qa�s; qa+s+1qa�b+1; qa++1 ; q; q� :3 El �algebra u�antia SUq(2) y los q-oe�ientes de Clebsh-Gordan.Como ya hemos visto (ver adem�as [32℄-[35℄, [21℄) el �algebra SUq(2) est�a generada por los oper-adores J+; J�; J0 que satisfaen las euaiones:[J0; J�℄ = �J�; [J+; J�℄ = [2J0℄q = sh(2J0)sh ; q = e ;(J�)+ = J�; (J0)+ = J0;(3.1)donde [A;B℄ = AB � BA denota el onmutador de A y B, [n℄q los q-n�umeros (2.19) y [2J0℄q esel orrespondiente desarrollo formal en serie de potenias. Las representaiones irreduibles (RI)unitarias y de dimensi�on �nita DJ , on J = 0; 1=2; 1; : : :, est�an determinadas por el vetor dem�aximo peso jJJ > de�nido por las expresiones:J+jJJ >q= 0; J0jJJ >q= J jJJ >q; < JJ jJJ >q= 1:(3.2)Los vetores de la base de la RI est�an determinados por el vetor de m�aximo peso jJJ >mediante la f�ormula:jJM >q=s [J +M ℄q![2J ℄q![J �M ℄q! (J�)J�M jJJ >q; �J �M � J:(3.3)La RI de dimensi�on (2J + 1), se expresa expl��itamente por las f�ormulas:< JM 0jJ0jJM >q=MÆMM 0 ;< JM 0jJ�jJM >q=p[J �M ℄q[J �M + 1℄qÆM 0;M�1:(3.4)El operador de Casimir (que es un invariante de diha �algebra) se de�ne mediante las expre-siones: C2 = J�J+ + [J0 + 1=2℄2q ; C2jJM >q= [J + 12 ℄2q jJM >q :(3.5)El produto tensorial de dos RI DJ1 
 DJ2 se puede desomponer en la suma direta de susomponentes RI DJ : DJ1 
DJ2 = J1+J2XJ=jJ1�J2j�DJ ;



R. �Alvarez-Nodarse 11donde los generadores (oprodutos) de la nueva representai�on DJ1 
DJ2 son:J0(1; 2) = J0(1) + J0(2);J�(1; 2) = J�(1)q 12J0(2) + q� 12J0(1)J�(2):(3.6)N�otese la no onmutatividad de la operai�on DJ1 
 DJ2 . La de�nii�on de los oe�ientes deClebsh-Gordan (CCG) es similar a la de los CCG l�asios [10℄, [18℄, [38℄ (q = 1):jJ1J2; JM >q= XM1;M2 < J1M1J2M2jJM >q jJ1M1 >q jJ2M2 >q ;(3.7) C2(12)jJ1J2; JM >q= [J + 12 ℄2q jJ1J2 : JM >q;(3.8)donde < J1M1J2M2jJM >q denota los oe�ientes de Clebsh-Gordan (CGC) para la q-�algebraSUq(2) y jJ1J2; JM >q, jJ1M1 >q y jJ2M2 >q son los vetores de la base de las representaionesDJ , DJ1 y DJ2 , respetivamente. Los CCG satisfaen las propiedades de ortogonalidad:XM1;M2 < J1M1J2M2jJM >q< J1M1J2M2jJ 0M 0 >q= ÆJJ 0ÆMM 0 ;(3.9)y XJ;M < J1M1J2M2jJM >q< J1M 01J2M 02jJM >q= ÆM1M 01ÆM2M 02 ;(3.10)as�� omo las propiedades de simetr��a:(�1)J1+J2�J < J1 �M1J2 �M2jJ �M >q�1=< J1M1J2M2jJM >q;(3.11)y (�1)J1+J2�J < J2M2J1M1jJM >q�1=< J1M1J2M2jJM >q :(3.12)Si alulamos el elemento matriial < J1M1J2M2jC2(1; 2)jJ1J2; JM >q del operador de Casimir di-retamente y luego utilizando (3.8) obtenemos la siguiente relai�on de reurrenia (RR) enM1; M2para los CCG [32℄:q�1p[J2 �M2 + 1℄q[J2 +M2℄q [J1 +M1 + 1℄q [J1 �M1℄q < J1M1 + 1J2M2 � 1jJM >q +p[J2 +M2 + 1℄q[J2 �M2℄q [J1 +M1℄q [J1 �M1 + 1℄q < J1M1 � 1J2M2 + 1jJM >q +� q�M1 [J2 +M2 + 1℄q[J2 �M2℄q + qM2 [J1 +M1 + 1℄q[J1 �M1℄q++[M + 12 ℄2q � [J + 12 ℄2q �q� 12 (M2�M1+1) < J1M1J2M2jJM >q= 0 :(3.13)
N�otese que la expresi�on anterior es invariante respeto al ambio J1 y J2 q y q�1, graias a lapropiedad de simetr��a (3.11) v�alida para los q�CCG.Repitiendo la misma estrategia pero para el elemento matriial< J1M1J2M2jJ0(1)jJ1J2; JM >qobtenemos otra RR, pero en J :



12 q-Polinomios y q-�algebras.r [J�M ℄q[J+M ℄q[J1+J2+J+1℄q[J2�J1+J℄q[J�J2+J1℄q [J1+J2�J+1℄q[2J+1℄q[2J�1℄q[2J℄2q < J1M1J2M2jJ � 1M >q �� (q 12 J [J+M+1℄q�q�12 J [J�M+1℄q)([2J℄q [2J2+2℄q�[2℄q [J2+J1�J+1℄q [J+J1�J2℄q)[2J+2℄q[2J℄q [2℄q < J1M1J2M2jJM >q ++r [J�M+1℄q[J+M+1℄q[J1+J2+J+2℄q [J2�J1+J+1℄q[J�J2+J1+1℄q[J1+J2�J℄q[2J+3℄q[2J℄q [2J+2℄2q < J1M1J2M2jJ + 1M >q ++ (q 12 (J2+M1)[J2+M2+1℄q�q 12 (M1�J2)[J2�M2+1℄q)[2℄q < J1M1J2M2jJM >q= 0 :(3.14)Esta RR oinide on la obtenida en [35℄ si interambiamos J1 y J2 y utilizamos la propiedad desimetr��a (3.11).Finalmente, de (3.4) deduimos:< J1M1; J2M2jJ�(1; 2)jJ1J2 : JM >=p[J �M ℄[J �M + 1℄ < J1M1J2M2jJM >q;(3.15)de donde se sigue la relai�on:p(J1 �M1)(J1 �M1 + 1)qM2=2 < J1M1 � 1J2M2jJM >q +p(J2 �M2)(J2 �M2 + 1)q�M1=2 < J1M1J2M2 � 1jJM >q==p(J �M)(J �M + 1) < J1M1J2M2jJM + 1 >q :(3.16)3.1 Los oe�ientes de Clebsh-Gordan y los q-polinomios de Hahn.Comparando la RR (3.13) on la euai�on en diferenias de segundo orden (2.5) que satisfaen losq-polinomios de Hahn se onluye [36℄ que los q�CCG y los q-polinomios de Hahn est�an relaionadosmediante una expresi�on [36℄ ompletamente an�aloga a la relai�on l�asia (q = 1) [29℄:< J1M1J2M2jJM >q= (�1)s+ns�(s)�x(s� 12 )d2n h��n (s;N)q�1 ;(3.17)donde s = J1�M1, N = J1 + J2�M +1, � =M + J1 � J2, � =M � J1 + J2, n = J �M , y �(x),dn denotan las funiones peso y la norma de los q-polinomios h(�;�)n (s;N)q�1 . 2Utilizando la expresi�on anterior podemos obtener el valor < J1M1J2M2jJJ >q para los CCG:< J1M1J2M2jJJ >q= (�1)ss�(s)�x(s� 12)d20 == (�1)J1�M1q� 12 (J+1)(J1�M1)+ 14 (J1+J2�J)(j�J1+J2+1)��s [J1 +M1℄q![J2 +M2℄q![2J + 1℄q![J1 + J2 � J ℄q![J1 �M1℄q![J2 �M2℄q![J1 � J2 + J ℄q![J � J1 + J2℄q![J1 + J2 + J + 1℄q! ;(3.18)
que oinide on el valor obtenido en [32℄.2N�otese que los q-polinomios de Hahn est�an de�nidos para q ! q�1.



R. �Alvarez-Nodarse 13Sustituyendo la f�ormula expl��ita para los q-polinomios de Hahn, (ver apartado 2.3.1), en (3.17)obtenemos el q-an�alogo de la f�ormula de Raah para los CCG del �algebra SUq(2) [33℄:< J1M1J2M2jJM >q== (�1)J1�M1q 12M1(m+1)� 14 (J(J+1)+J1(J1+1)�J2(J2+1))��s [2J + 1℄q[J �M ℄q![J +M ℄q![J1 �M1℄q![J2 �M2℄q![J1 + J2 � J ℄q![J1 + J2 + J + 1℄q![J1 � J2 + J ℄q![�J1 + J2 + J ℄q![J1 +M1℄q![J2 +M2℄q!��Xz (�1)z [J1 �M1 + z℄q![J + J2 �M1 � z℄q!q 12 z(J+M+1)[z℄q![J �M � z℄q![J1 �M1 � z℄q![J2 � J +M1 + z℄q! :
(3.19)
La suma anterior reorre los valores de z para los uales todos los q�fatoriales tienen argumentospositivos. Utilizando la f�ormula para los polinomios evaluados en s = 0, la expresi�on anterior nosondue a la f�ormula [33℄:< J1J1J2M2jJM >q= q� 12J1(J�M)+ 14 (J1+J2�J)(J�J1+J2�1)��s [2J + 1℄q [J +M ℄q![2J1℄q ![J2 �M2℄q ![j + J2 � J1℄q ![J �M ℄q ![J2 +M2℄q ![J1 � J2 + J ℄q ![J1 + J2 � J ℄q ![J1 + J2 + J + 1℄q! :(3.20)Otra onseuania inmediata de la relai�on (3.17) es que la relai�on de ortogonalidad para losq-polinomios de Hahn es equivalente a la ondii�on de ortogonalidad de los CCG (3.9). La segundaondii�on de ortogonalidad (3.10) de los CCG se transforma a su vez en la ondii�on de familiaompleta para los q-polinomios de Hahn:Xn h��n (s;N; q)h��n (s0; N; q)=d2n = Æss0f�(s)�x(s� 12)g�1:(3.21)La propiedad de simetr��a de los CCG (3.11) es una onseuenia direta de la propiedad desimetr��a de los q-polinomios de Hahn:(�1)nqn(�+�+N)h��n (N � s� 1; N; q�1) = h��n (s;N; q):(3.22)La relai�on de reurrenia en J para los CCG (3.14) se transforma en la RRTT de los q-polinomiosde Hahn. Las f�ormulas de difereniai�on para los q-polinomios de Hahn (ver apartado 2.3.3) setransforman en las RR de los CCG (3.16).Antes de pasar a ver la relai�on de los CCG y los polinomios duales de Hahn es f�ail omprobarque tambi�en tienen lugar las siguente representai�on en funi�on de los polinomios de Hahn h��n ylos ~h� �n . < J1M1J2M2jJM >q= (�1)N�s�1s�(s)�x(s� 12 )d2n h��n (s;N)q;(3.23)donde s = J2 �M2, N = J1 + J2 �M + 1, � = M � J1 + J2, � = M + J1 � J2, n = J �M , y�(x), dn denotan las funiones peso y la norma de los q-polinomios h(�;�)n (s;N)q. Para asegurarsede la veraidad de esta f�ormula es su�iente omprobar que la euai�on en diferenias (2.16) paralos polinomios de Hahn se transforma nuevamente en la relai�on (3.13) para los CCG.3.2 Los oe�ientes de Clebsh-Gordan y los q-polinomios duales de Hahn.Veamos ahora la relai�on de los CCG y los q-polinomios duales de Hahn.



14 q-Polinomios y q-�algebras.Comparando la RR (3.14) on la euai�on en diferenias de segundo orden que satisfaen losq-polinomios duales de Hahn (2.5) se onluye [3℄ que los q�CCG y los q-polinomios duales deHahn est�an relaionados mediante una expresi�on [3℄ ompletamente an�aloga a la relai�on l�asia(q = 1) [29℄:(�1)J1+J2�J < J1M1J2M2jJM >q=s�(s)4 x(s� 12 )d2n W ()n (s; a; b)q�1 :jJ1 � J2j < M; n = J2 �M2; s = J; a =M;  = J1 � J2; b = J1 + J2 + 1:(3.24)donde �(x) y dn denotan las funiones peso y la norma de los q-polinomios duales de HahnW ()n (x(s); a; b)q�1 . 3 Debemos destaar que el fator de fase (�1)J1+J2�J en (3.24) se obtieneal omparar los valores de W ()n (s; a; b) en los extremos de del intervalo de ortogonalidad on losorrespondientes valores de los CGC en J =M y J = J1 + J2 + 1, respetivamente.Utilizando (3.24) y la expresi�on expl��ita para los W ()n (x(s); a; b)q2 obtenemos una f�ormulaan�aloga a la de Raah (3.19):< J1M1J2M2jJM >q q� 14fJ(J+1)�J1(J1+1)+J2(J2+1)g+12 (M+1)J2+ 12J(J2�M2) == (�1)J1+J2�Js [J2 �M2℄q ![J1 �M1℄q![J �M ℄q![J2 +M2℄q ![J +M ℄q! ��s [J + J1 + J2 + 1℄q![J2 � J1 + J ℄q ![J2 + J1 � J ℄q ![2J + 1℄q[J1 +M1℄q ![J1 � J2 + J ℄q ! �� 1Xk=0 (�1)kq 12 (k2+2Jk�(J2�M2�1)k)[J + J1 � J2 + k℄q ![J +M + k℄q![k℄q ![2J + 1 + k℄q![J �M1 � J2 + k℄q![J � J1 +M2 + k℄q ! �� [2J � J2 +M2 + k℄q ![2J � J2 +M2 + 2k + 1℄q[J2 �M � 2� k℄q![J + J1 +M2 + k + 1℄q![J1 + J2 � J � k℄q! :
(3.25)

De la expresi�on (3.24) vemos que todas las propiedades de los q-polinomios se pueden interpretaren t�erminos de las q-CCG y vieversa. Por ejemplo, la relai�on de ortogonalidad para los losq-polinomios duales de Hahn se transforma en la relai�on de ortogonalidad de los CCG (3.10),mientras que la otra (3.9) se onvierte en la ondii�on de familia ompleta para los q-polinomiosduales de Hahn Xn W ()n (s; a; b)qW ()n (s0; a; b)q=d2n = Æss0f�(s)�x(s� 12 )g�1:(3.26)La RRTT para los q-polinomiosW ()n (x(s); a; b)q�1 es equivalente a la relai�on de reurrenia de losCCG en M1 y M2 (3.13).Utilizando (3.24) y las f�ormulas de difereniai�on para los q-polinomios duales de Hahn obte-nemos las siguientes relaiones para los CCG:s [J �M + 1℄q[J1 + J2 + J + 2℄q [J2 � J1 + J + 1℄q[2J + 2℄q[2J + 3℄q[J2 �M2℄q < J1M1J2M2jJ + 1M >q ++q 12 (J+1)s [J +M + 1℄q [J1 + J2 � J ℄q [J � J2 + J1 + 1℄q[2J + 2℄q[2J + 1℄q [J2 �M2℄q < J1M1J2M2jJM >q== q 12 (�J2�M2+M+ 12 )[2J + 2℄q < J1M1J2 � 12M2 + 12 jJ + 12M + 12 >q ;(3.27)
3N�otese que los q-polinomios duales de Hahn est�an de�nidos para q ! q�1. W ()n (s; a; b)q �W ()n (x(s); a; b)q.



R. �Alvarez-Nodarse 15y s [J �M ℄q[J1 + J2 + J + 1℄q [J2 � J1 + J ℄q [2J ℄q[2J � 1℄q[J2 �M2 + 1℄q < J1M1J2M2jJ � 1M >q ++q 12Js [J +M ℄q [J1 + J2 � J + 1℄q[J � J2 + J1℄q[2J ℄q[2J + 1℄q[J2 �M2 + 1℄q < J1M1J2M2jJM >q== q 12 (�J2�M2+M� 12 )[2J ℄q < J1M1J2 + 12M2 � 12 jJ � 12M � 12 >q :(3.28)
Ambas f�ormulas (3.27) y (3.28) pueden obtenerse utilizando el q-an�alogo de la teor��a u�antiadel momento angular ([32℄,[33℄,[34℄ y [35℄). Para ello es neesario alular el elemento matriial< J1M1J2M2jT 12� (2)jJ 01J 02;J 0M 0 >q; utilizando, por una parte el Teorema de Wigner-Ekart parael �algebra SUq(2) [32℄ 4 y, por otra, alul�andolo diretamente (para m�as detalles ver [3℄).De la euai�on (3.24) tambi�en podemos ver que al polinomio W ()n (s; a; b) on n = 0 le orres-ponde el CGC on el m�aximo valor de la proyei�on del momento angular J2, o sea, M2 = J2.Por tanto, denominaremos la relai�on (3.24) la relai�on haia atr�as (bakward) (ya que para n = 0obtenemos el CGC en M2 = J2, para n = 1, el CCG en M2 = J2 � 1, y as�� suesivamente). Sinembargo, existe otra posibilidad orrespondiente al aso ontrario, o sea, uando el polinomio degrado n = 0 es proporional al CGC on el m��nimo valor de la proyei�on del momento angularJ2, M2 = �J2. Esta relai�on la denominaremos la relai�on haia delante (forward) (ya que paran = 0 obtenemos el CGC enM2 = �J2, para n = 1 el CCG enM2 = �J2+1, y as�� suesivamente).Si omparamos la RR (3.14) on la euai�on en diferenias de segundo orden que satisfaenlos q-polinomios duales de Hahn (2.5) obtenemos que los q�CCG se pueden expresar mediante losq-polinomios duales de Hahn por la f�ormula [3℄:< J1M1J2M2jJM >q=s�(s)4 x(s� 12 )d2n W ()n (s; a; b)q ;jJ1 � J2j < �M;n = J2 +M2; s = J; a = �M;  = J1 � J2; b = J1 + J2 + 1:(3.29)Como antes, �(x) y dn denotan las funiones peso y la norma de los q-polinomiosW ()n (x(s); a; b)q ,respetivamente.N�otese que, si en la relai�on anterior, realizamos el ambio de par�ametros: M1 = �M1,M2 = �M2, M = �M y q = q�1, el segundo miembro de (3.29) oinide on el segundo miembrode (3.24). �Esto nos ondue a la relai�on de simetr��a de los CCG (3.12).Para onluir este apartado vamos a esribir unas tablas donde las orrespondientes propiedadesde los q-polinomios de Hahn h(�;�)n (s;N)q, de�nidos en la red qs [36℄ y los q-polinomios duales deHahn W ()n (x(s); a; b)q , de�nidos en la red x(s) = [s℄q[s + 1℄q [3℄ se omparan on las de los CCGde la q-�algebra SUq(2). �Esto, adem�as, nos permitir�a desubrir la interrelai�on entre ambas familiasde q-polinomios.Comparando (3.17) y (3.24) enontramos la siguiente interrelai�on entre los q-polinomios deHahn h(�;�)n (s;N)q en la red exponenial x(s) = qs y los q-polinomios duales de HahnW ()n (x(s); a; b)q4El operador T 12� (2) es un operador tensorial de rango 12 que opera en las variables J2;M2.



16 q-Polinomios y q-�algebras.Tabla 1: Los CCG y los q�an�alogos de los polinomios de Hahn.W ()n (x(s); a; b)q �o h(�;�)n (s;N)q < J1M1J2M2jJM >qEuai�on en diferenias de los W ()n (x(s); a; b)q RR (3.14) de los CCGy RRTT para los h(�;�)n (s;N)qEuai�on en diferenias de los h�;�n (s;N)q RR (3.13) de los CCGy RRTT para los W ()n (x(s); a; b)qF�ormulas de difereniai�on RR (3.16)de los h�;�n (s;N)q para los CCGF�ormulas de difereniai�on RR (3.27) y (3.28)de los W ()n (x(s); a; b)q de los CCGEquivalenia de (3.24) y (3.29) Simetr��a (3.12) de los CCGpara los W ()n (x(s); a; b)qSimetr��a (3.22) de los h�;�n (s;N)q Simetr��a (3.11) de los CCGOrtogonalidad y Completitud Ortogonalidad (3.10) y (3.9)en la red x(s) = [s℄q[s+ 1℄q:(�1)s+nq �24 ��2 (1+2n�N)��4 (7+4n+4s)� 12 (3�n+n2�3N+2N2+7s�2Ns�s2)h(�;�)n (s;N)q == qn[s℄q![N � s� 1℄q![n+ �℄q![n℄q![N � n� 1℄q![s+ �℄q! W (���2 )s (tn; � + �2 ; � + �2 +N)q�1�tn = sn(sn + 1); sn = �+�2 + n; s; n = 0; 1; 2; :::; N � 1� :(3.30)Si tomamos el l��mite q ! 1, la relai�on anterior se transforma en la relai�on l�asia entre los poli-nomios l�asios de Hahn h(�;�)n (s;N) y los polinomios l�asios duales de Hahn W ()n (x(s); a; b) [29℄(p�ag. 76, (3.5.14)). Debemos destaar que la relai�on anterior se puede deduir diretamente dela omparai�on de las relaiones de ortogonalidad para ambas familias de polinomios en el mismosentido al expuesto en [29, p�ag. 38℄.Asimimo, omparando las euaiones en diferenias y las RRTT que ambas familias de poli-nomios h�;�n (s;N)q y W ()n (x(s); a; b)q satisfaen se dedue las siguientes relaiones de dualidad:Esquema 1: Dualidad de los polinomios de Hahn.La euai�on en diferenias delos polinomios W ()n (x(s); a; b)q () Relai�on de Reurrenia delos polinomios h(�;�)n (s;N)qRelai�on de Reurrenia delos polinomios W ()n (x(s); a; b)q () La euai�on en diferenias delos polinomios h(�;�)n (s;N)q



R. �Alvarez-Nodarse 173.3 Representai�on omo serie hipergeom�etria.Vamos a utilizar la expresi�on (3.23)5 y la representai�on omo q-serie hipergeom�etria de los q-polinomios de Hahn obtenemos:(�1)J1�M1 < J1M1J2M2jJM >q==s�(s)qs�qd2n (� + 1jq)n(1�N jq)nq n2 (2�+�+N+n�12 )[n℄q ! 3F2� �n;�s; n+ �+ � + 1� + 1; 1�N ; q; q 12 (s�N��)� ==s�(s)qs�qd2n (� + 1jq)n(N + �+ � + 1jq)nq n2 (N+�+n(n+1)2 )[n℄q ! 3F2� �n; s+ � + 1; n+ �+ � + 1� + 1; N + �+ � + 1 ; q; q 12 (s+1�N)� ;(3.31)
o, en funi�on de las series b�asias,(�1)J2�M2 < J1M1J2M2jJM >q=s�(s)qs�qd2n �� (�1)nq�n2 (�+N)(q�+1; q)n(q1�N ; q)n�nq (q; q)n 3'2� q�n; q�s; qn+�+�+1q�+1; q1�N ; q; q� ==s�(s)qs�qd2n (�1)nq n2 (�+N)(q�+1; q)n(q1�N ; q)n�nq (q; q)n 3'2� q�n; q�s; qn+�+�+1q�+1; q1�N ; q; qs�N��+1� ;(3.32)
donde s = J2 �M2; N = J1 + J2 �M + 1; � =M � J1 + J2; � =M + J1 � J2; n = J �M , y �(x),dn denotan las funiones peso y la norma de los polinomios h(�;�)n (s;N)q.Utilizando (3.24) y la representai�on omo q-serie hipergeom�etria de los polinomios duales deHahn obtenemos otra representai�on equivalente:(�1)J1+J2�J < J1M1J2M2jJM >q�1=s�(s)[2s+ 1℄qd2n (a� b+ 1jq)n�� (a+ + 1jq)nq�n(b��1+ 12 (n�1))[n℄q ! 3F2� �n; a� s; a+ s+ 1a� b+ 1; a+ + 1 ; q; q 12 (b��n)� ;(3.33)o, en funi�on de las series b�asias,(�1)J1+J2�J < J1M1J2M2jJM >q�1=s�(s)[2s+ 1℄qd2n q n2 (3a�b++1+n)�� (qa�b+1; q)n(qa+; q)n�nq (q; q)n 3'2� q�n; qa�s; qa+s+1qa�b+1; qa++1 ; q; q� ;(3.34)donde jJ1 � J2j < M;n = J2 �M2; s = J; a = M;  = J1 � J2; b = J1 + J2 + 1 y �(x), dn denotanlas funiones peso y la norma de los polinomios W ()n (x(s); a; b)q .4 El �algebra u�antia SUq(1; 1) y los q-oe�ientes de Clebsh-Gordan.En este apartado onsideraremos el �algebra SUq(1; 1) (para m�as detalle ver [21℄ y [40℄).5Obviamente la expresion (3.17) nos ondue a una representai�on equivalente.



18 q-Polinomios y q-�algebras.Es onoido ([40℄ y [21℄) que el �algebra u�antia SUq(1; 1) se genera por los operadores K0, K+y K� on las siguientes propiedades [21℄:[K0;K�℄ = �K�; [K+;K�℄ = �[2K0℄q ;Ky0 = K0; Ky� = K�:Adem�as, el �algebra SUq(1; 1) es un �algebra no ompata y, por tanto, sus Representaiones Irre-duibles (RI) unitarias no son de dimensi�on �nita. Las RI se pueden lasi�ar en dos series: lasseries ontinuas y las disretas. En este apartado vamos a onsiderar solamente las series disretasy, en partiular, las series disretas positivas Dj+. Los vetores base jjm >q, m = j + 1; j + 2; � � �,de las RI Dj+ se obtienen a partir del vetor m��nimo jj j + 1 >, de�nido por:K�jjj + 1 >= 0; K0jjj + 1 >= (j + 1)jjj + 1 >; < jj + 1jjj + 1 >= 1;mediante la f�ormula: j jm >=s [2j + 1℄q![j +m℄q![m� j � 1℄q! Km�j�1+ j jj + 1 > :La forma expl��ita de la RI es:< jm0jK0jjm >q= mÆm0m; < jm0jK�jjm >q=q[m� j℄q[m� j � 1℄qÆm0m�1:El operador de Casimir (que es un invariante de diha �algebra) se de�ne mediante las expresiones:C2 = �K+J� + [K0℄q[K0 � 1℄q; C2jjm >= [j℄q [j + 1℄qjjm > :(4.1)El produto tensorial Dj1+ 
Dj2+ de dos RI Dj1+ y Dj2+ se puede desomponer en la sumadireta de sus omponentes RI Dj+:Dj1+ 
Dj2+ = 1Xj=j1+j2+1�Dj+ :donde los generadores (oprodutos) de la nueva representai�on Dj1+ 
Dj2+ son:K0(1; 2) = K0(1) +K0(2); K�(1; 2) = J�(1)q 12K0(2) +K�(2)q� 12K0(1):(4.2)La de�nii�on de los oe�ientes de Clebsh-Gordan (CCG) es similar a la de los CCG l�asios [10℄(q = 1): jj1j2; jm >q= Xm1;m2 < j1m1j2m2jjm >q jj1m1 >q jj2m2 >q ;(4.3) C2(12)jj1j2; jm >q= [j℄q[j + 1℄qjj1j2; jm >q;(4.4)donde < j1m1j2m2jjm >q denota los oe�ientes de Clebsh-Gordan (CGC) para la q-�algebraSUq(1; 1) y jj1j2; jm >q, jj1m1 >q y jj2m2 >q son los vetores de la base de las representaionesDj, Dj1 yDj2 , respetivamente. Si alulamos el elemento matriial< j1m1j2m2jC(1; 2)jj1j2; jm >diretamente, y luego, utilizando (4.4), obtenemos para los CCG del �algebra SUq(1; 1) la siguienterelai�on de reurrenia a tres t�erminos (RRTT) en m1;m2 [37℄:p[m2 � j2 � 1℄q[j2 +m2℄q [m1 � j1℄q [j1 +m1 + 1℄q< j1m1 + 1j2m2 � 1jjm >q +qp[m2 � j2℄q[j2 +m2 + 1℄q[j1 +m1℄q [m1 � j1 � 1℄q< j1m1 � 1j2m2 + 1jjm >q +� q�m1 [j2 +m2 + 1℄q[m2 � j2℄q + qm2 [j1 +m1 + 1℄q[m1 � j1℄q++[j + 12 ℄2q � [m+ 12 ℄2q �q 12 (m1�m2+1) < j1m1j2m2jjm >q= 0 :(4.5)



R. �Alvarez-Nodarse 19Comparando, por ejemplo, la RR (4.5) on la RRTT que satisfaen los q-polinomios dualesde Hahn (2.5) onluimos [3℄ que los q�CCG para el �algebra SUq(1; 1) y los q-polinomios dualesde Hahn est�an relaionados mediante una expresi�on ompletamente an�aloga a la relai�on l�asia(q = 1): (�1)m�j�1 < j1m1j2m2jjm >q= p�(s)4 x(s� 12 )dn W ()n (x(s); a; b)q�1 ;n = m1 � j1 � 1; s = j; a = j1 + j2 + 1;  = j1 � j2; b = m:(4.6)El fator (�1)m�j�1 se obtiene al omparar los valores de W ()n (s; a; b) en los extremos del intervalode ortogonalidad (s = a) on los orrespondientes valores de los CCG. N�otese que si realizamos elambio de variables:J1 = m+j1�j2�12 ; M1 = m1�m2+j1+j2+12 ; J = j;J2 = m�j1+j2�12 ; M2 = m2�m1+j1+j2+12 ; M = j1 + j2 + 1;(4.7)la RRTT (4.5) se transforma en la RRTT (3.13). Adem�as, si omparamos los valores de los CCGpara ambas q-�algebras expresados mediante las f�ormulas (3.24) y (4.6), observamos que los segundosmiembros de las mismas son id�entios. Luego, para los CCG de las q-�algebras SUq(2) y SUq(1; 1)tiene lugar la siguiente identidad:< J1M1J2M2jJM >suq(2)=< j1m1j2m2jjm >suq(1;1) :(4.8)Diha relai�on fu�e obtenida en [37℄ mediante la simple omparai�on de las RRTT (4.5) y (3.13). Laidentidad anterior junto a (4.7) nos permiten obtener una gran antidad de propiedades y relaionesde reurrenia de los CCG para el �algebra SUq(1; 1) a partir de las propiedades y relaiones dereurrenia de los CCG del �algebra SUq(2). Nosotros nos limitaremos a esribir alguna de ellas.4.1 Una f�ormula expl��ita para los CCG del �algebra SUq(1; 1).Utilizando la f�ormula expl��ita para los q-polinomios duales de Hahn y la relai�on (4.6) obtene-mos: (�1)m�j�1 < j1m1j2m2jjm >q q�12 (j(j+1)+j1(j1+1)�j2(j2+1)) == q 12 (m�1)(j1+1)�12 j(m1�j1�1)s [j +m℄q ![m� j � 1℄q![m2 + j2℄q ![j1 +m1℄q!s [j � j1 � j2 � 1℄q![j2 � j1 + j℄q ![m1 � j1 � 1℄q![m2 � j2 � 1℄q![2j + 1℄q[j + j1 + j2 + 1℄q![j1 � j2 + j℄q ! �� 1Xk=0 (�1)k[2j + j1 + 1�m+ k℄q![j � 1 + j2 + j + k + 1℄q![k℄q ![2J + 1 + k℄q![m1 � j1 � 1� k℄q![j �m1 � j2 + k℄q !�� [j + j1 � j2 + k℄q![2j + j1 �m1 + 2k + 2℄qq 12 (k2+2jk�(m1�j1�2)k)[m� j � 1� k℄q ![j �m1 + j2 + k℄q![j + j1 +m2 + k + 1℄q! :
(4.9)

De (4.6) podemos obtener la representai�on de los CCG del �algebra SUq(1; 1) omo q-funiones



20 q-Polinomios y q-�algebras.hipergeom�etrias: (�1)m�j�1 < j1m1j2m2jjm >q�1= p�(s)[2s+ 1℄qdn �� (a� b+ 1jq)n(a+ + 1jq)nqn(s+ 12 (n�1))� 12 (+a�b+1)[n℄q! 3F2� �n; a� s; a+ s+ 1a� b+ 1; a+ + 1 ; q; q(b��n)� == p�(s)[2s+ 1℄qdn q n2 (3a�b++1+n)!(qa�b+1; q)n(qa+; q)n�nq (q; q)n 3'2� q�n; qa�s; qa+s+1qa�b+1; qa++1 ; q; q� ;(4.10)
donde n = m1 � j1 � 1, s = j, a = j1 + j2 + 1, b = m,  = j1 � j2 y �(x), dn denotan las funionespeso y la norma de los q-polinomios duales de Hahn W ()n (x(s); a; b)q .Para �nalizar este apartado debemos destaar que los resultados aqu�� obtenidos se pueden gen-eralizar uando se onsideran las series negativas de RI Dj�. Adem�as, todas las f�ormulas dereurrenia, las diferentes f�ormulas expl��itas, representaiones hipergeom�etrias, et, onoidaspara los CCG del �algebra u�antia SUq(2) se pueden esribir, graias a la identidad (4.8), para elq-�algebra SUq(1; 1), obteniendo as�� una gran antidad de nuevas relaiones para la misma. Porejemplo, ehando mano de la expresi�on (3.30) y la relai�on (4.6) se obtiene una expresi�on de losCGG del �algebra SUq(1; 1) en t�erminos de los polinomios de Hahn:< j1m1j2m2jjm >q= (�1)N�s�1s�(s)�x(s� 12 )d2n h��n (s;N)q;(4.11)donde s = m1 � j1 � 1, N = m � j1 � j2 � 1, � = 2j2 + 1, � = 2j1 + 1, n = j � j1 � j2 � 1, y�(x), dn denotan las funiones peso y la norma de los q-polinomios h(�;�)n (s;N)q. Para asegurarsede la veraidad de esta f�ormula basta omprobar que la euai�on en diferenias (2.16) para lospolinomios de Hahn se transforma nuevamente en la relai�on (4.5) para los CCG.Referenias[1℄ R. �Alvarez-Nodarse, Polinomios hipergeom�etrios y q-polinomios. Monograf��as de la Aademia de Cien-ias de Zaragoza (en prensa).[2℄ R. N. �Alvarez, D. Bonatsos and Yu.F. Smirnov, q-Deformed vibron model for diatomi moleules.Physial Review A. 50 (1994) 1088-1095.[3℄ R. �Alvarez-Nodarse and Yu.F. Smirnov, q-Dual Hahn polynomials on the non-uniform lattie x(s) =[s℄q[s+1℄q and the q-algebras SUq(1; 1) and SUq(2). J. Phys. A: Math. and Gen. 29 (1996) 1435-1451.[4℄ R. Askey and S. K. Suslov, The q-harmoni osillator and an analogue of the Charlier polynomials. J.Phys. A: Math. and Gen. 26, (1993), L693-L698.[5℄ R. Askey y S. K. Suslov: The q-harmoni osillator and the Al-Salam and Carlitz polynomials. Lett.Math. Phys. 29 (1993), 123{132.[6℄ R. Askey, N. M. Atakishiyev y S. K. Suslov, An analog of the Fourier transformation for a q-harmoniosillator. Symmetries in siene, VI (Bregenz, 1992), Plenum, Nueva York, 1993, 57-63.[7℄ N. M. Atakishiyev and S. K. Suslov, Di�erene analogs of the harmoni osillator. Theoretial andMathematial Physis 85, (1991), 442-444.[8℄ N. M. Atakishiyev and S. K. Suslov, A realization of the q-harmoni osillator. Theoretial and Math-ematial Physis 87, (1991), 1055-1062.[9℄ L. C. Biedenharn, The quantum group SUq(2) and a q-analogue of the boson operators. J.Phys. A:Math. Gen. 22, (1989), L873-L878.
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